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Die Eulertour
Wie Leonhard Euler das Haus vom Nikolaus zeichnet
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Ein ziemlich unterhaltsamer Zeitvertreib ist bekanntliefine Mitschiller mit Réatseln
zu argern, deren Losung man bereits kennt (naturlichwéhrend der Unterrichts-
pausen, versteht sic2). Ein schones Beispiel dafiir ist daslaus vom Nikolaus*
(oder besser: Haus des Nikolaus’):

Dabei handelt es sich um eine Figur aus funf Knoten (die adiclPunkte) und
acht Kanten (die Linien, die je zwei Knoten miteinander vedlen).Kann man die
linksstehende Figur zeichnen, ohne den Stift abzusetzen drohne eine Linie
doppelt zu ziehen?
Zwar hat sich die Losung ziemlich schnell rumgesprochem@ es sogar 44 verschiedene Losungen
gibt). Aber zum Gliick gibt es andere schdne Figuren, dia enach in einem Zug zeichnen kann - wenn
man weil3, wie es geht:

Stern und Drache

Bei manch anderen Figuren muss man vielleicht ziemlichdgrgbieren — um am Ende festzustellen, dass
es gar nicht geht:
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Wir wollen uns hier einerlgorithmusansehen, der eine Figimmerin einem Zug zeichnet, wenn das
moglich ist. Dazu beschaftigen wir uns zunachst nur rigiuiFen, die man derart in einem Zug durchzeich-
nen kann, dasam Ende der Stift wieder an dem Ausgangspunkt ankobent Weg, den der Stift dabei
zuriicklegt, nennt man eine Eulertour, denn die Frage, waan eine Figur ohne abzusetzen zeichnen
kann, wurde erstmals von dem Mathematikeopnhard Euleim Zusammenhang mit dem so genannten
Konigsberger Biickenproblengsiehe untenstehende Links) beantwortet. Wir werden igefoden sehen,
warum man beispielsweise den Stern mit einer Eulertouhreic kann, das Schiff und das Nikolaushaus
jedoch nicht. Hierzu ist es wichtig, sich diaotender Figur anzuschauen, das sind diejenigen Stellen, an
denen der Stift die Richtung wechseln kann (in den Bildesrdatke Punkte gezeichnet).

Wann gibt es Uberhaupt eine Eulertour?

DerGrad eines Knotens ist die Anzahl der Linien, die sich dort tnefteB. ist der Grad der Mastspitze des
Schiffes 3. Wenn man eine Figur so in einem Zug zeichnet, 8s$ und Endpunkt tibereinstimmen und
keine Kante mehr als einmal benutzt wird, dann fihrt manStéhdabei natrlich in jeden Knoten genau
so oft hinein, wie man ihn auch wieder hinausfiihrt. Das bésteder Grad jedes Knotens muss eine
gerade Zahl seinAber das Schiff hat sogar vier Knoten mit ungeradem Graé @th Segel). Deshalb ist
es unmaoglich, diese Figur in einem Zug mit gleichem Stawrtd Endpunkt zu zeichnen. (Dies gilt auch fur
das,Haus vom Nikolaus*, weil es in dieser Figur zwei Knoten mia@ gibt.)

Andererseits haben beim Stern alle Knoten geraden Grad.
Gibt es in allen solchen Figuren eine Eulertour?
Falls ja, wie kdnnen wir eine finden?

Wie man eine Eulertour erstellt

Wenn einem nichts besseres einfallt, konnte man einfeggndwo an-
fangen und,draufloszeichnen®. Wir beginnen dabei an einem beliebigen
Knoten und folgen von dort irgendeiner Kante, sodass wiergineuen
Knoten erreichen. Dort folgen wir wieder einer Kante zu gingeuen
- - Knoten, und so weiter. Wir durfen dabei allerdings jede t€amur ein
e
; Mal benutzen.
Jedesmal, wenn wir einen Knoten betreten und verlassemhkbenen
wir zwei seiner Kanten nun nicht mehr benutzen. Hatte dert&moor
dem Betreten eine gerade Anzahl von verfiigbaren Kantemgtser nach-
her ebenso eine gerade Anzahl. Es kann uns also nicht passieiss wir
in einer Sackgasse stecken bleiben. Daher werden wir fiddher spater
mit unserer,Drauf-los“-Strategie wieder im Ausgangsknoten ankommen.
Im Bild links ist dabei ein,Kreis" (d.h. ein Weg Uber mehrere Kanten, der

am Ausgangspunkt ankommt) mit drei Kanten entstanden. riehthu-
fenen Knoten sind b, e und a.
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Meistens gelingt es so aber noch nicht, die ganze Figur zthaen,

da noch einige Kanten ubrigbleiben. Wir sind also beim Eidznen

des Kreises an irgendeiner Stelfalsch abgebogen” und haben dadurch
einen Teil der Figur ausgelassen. Deshalb missen wir ceesiiden

Kreis, den wir schon eingezeichnet haben, noch zierweitern“. Dies

geht zum Beispiel, indem man vom Start- / Zielknoten des sahstell-

ten Kreises nochmals loslauft. Dabei erhalten wir eineitesen Kreis.

Im Beispiel ist dies ein griines Dreieck zwischen b, d une:cl{tes Bild). =

Die beiden Kreise kbnnen wir nun zu einem langeren zusarfiigen. Ly ;":l
Aber damit sind wir immer noch nicht fertig. Die Kanten vonafkno- \ ry
ten sind nun verbraucht, von diesem Knoten geht es also wigiter. 74
r'F-
/ \ Aber: wenn wir die Kanten, die wir schon nachgezeichnet habes
= = der Figur Idschen, haben immer noch alle Knoten geraded.®ashalb
' ' koénnen wirauf dem Ubriggebliebenen Teil wieder einen neuen Kreis
finden: wir suchen uns dazu einen Knoten auf unseraten” Kreis,
der eine Kante hat, die wir noch nicht nachgezeichnet hatf@m die-
sem Knoten aus zeichnen wir wieder drauf los, bis wir einareneKreis
@ he eingezeichnet haben. Im Beispiel erhalten wir das Viereitkdan Eck-

punkten a, d, e und f (mit lila Kanten dargestellt, linkesiil

Wir haben nun einegalten” Kreis und einepneuen®, der an irgendeinem Knoten des alten Kreises beginnt
und endet. Die Idee ist, den neuen Kreis in den gj@nzuhangen”, um einen langeren Kreis zu erhalten.
Dazu folgen wir zunachst dem ersten Kreis bis zu der Stti€ler wir den zweiten Kreis begonnen haben.
Von dort an folgen wir dem zweiten Kreis, bis wir wieder ansksAusgangspunkt sind. Schlief3lich setzen
wir den ersten Kreis fort bis zu Ende.

Wir haben jetzt also die beideikleinen” Kreise vereinigt und daraus einggrofReren” Kreis gebastelt.
Leider deckt auch degroRere” Kreis noch immer nicht die ganze Figur ab. Aber syagcht dagegen, das
Verfahren einfach zu wiederholen?

Also: wir suchen uns einen Knoten auf unserggrof3eren” Kreis, von dem eine Kante ausgeht, die wir
noch nicht besucht haben. Dann finden wir in der Figur, ausldeygrofRere” Kreis geloscht ist, einen
neuen Kreis und verkniipfen diesen mit dgatien” Kreis wie vorher. Das wiederholen wir, bis alle Kamte

der Figur verbraucht sind. Auf diese Weise bekommen wir Eilertour.
=]
i
7 =
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Die erste Teiltour im Beispiel war also (b,e,a,b), die ze¢li,d,c,b) und ) '
il

die dritte (a,d,e,f,a).
Zusammengeklebt ergibt sich: (b,e,a,d,e,f,a,b,d,c,ig)jm rechten Bild
angedeutet.
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1 function EULERTOUR(FigurF)
2 Tour := @), fur einen beliebigen (Anfangs-)KnotsrausF
3 while es gibt einen Knoten in der Tour, von dem noch eine Kante ausgeht
do
4 vi=u
5 repeat
6 Nimm eine Kante—w, die inv beginnt
7 Flige den anderen Endknoteiinterv in der Tour ein
8 Vi=Ww
9 Entferne die Kante aus
10 until v=u { Kreis geschlosseh
11 endwhile
12 return Tour
13 end

Der Algorithmus geht ganz ahnlich vor wie im obigen Beispiir dass er das Zusammenkleben sofort
erledigt. Das heif3t, nachdem eine Teiltour gefunden wuzd®. (b,e,a,b,d,c,b)), wird die nachste gleich
an Ort und Stelle eingefugt, also angenommen Tour = (b,€,&,b) undu = a, dann kdnnte die gewahlte
Kante (a,d) sein und so die Tour vorlaufig zu (b,e,a,d,h)l @rweitert werden. Dies ist natirlich noch
keine gultige Tour, aber der Algorithmus fahrt ja auclt fis er wieder bei a ankommt.

Bisher haben wir uns nur mit Figuren beschatftigt, die eineEour haben, d.h. die so in einem Zug ge-
zeichnet werden kdnnen, dass Start- und Endpunkt Glstireimen. Wie wir schon wissen, funktioniert das
aber nur, wenn alle Knoten in der Figur geraden Grad habedet &ifft das auf dagsHaus vom Nikolaus*
nicht zu: die beiden unteren Knoten haben Grad 3. Trotzdem k#an die Figur in einem Zug zeichnen,
nur eben nicht mit gleichem Start- und Endpunkt.

Wie kdnnen wir also unseren Algorithmus anpassen, so damsch fur dagHaus vom Nikolaus" funk-
tioniert?

Das Haus vom Nikolaus

= Ein einfacher Trick ist, einen neuen Knoten einzubauen hndnit den
& r g beiden Knoten vom Grad 3 zu verbinden: In dieser Figur habierKao-
/2\ ten geraden Grad, deshalb funktioniert der Algorithmus ligfért uns
= §=1 eine Eulertour. Zum Schluss lassen wir einfach in dieseeffalr den
i »Kunstlich eingebauten” Knoten weg: Wir beginnen den Wegsginem
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linken ,Nachbarknoten“ und horen bei seinem rechten Nachbarn auf —
und bekommen eine Losung fir ddsaus vom Nikolaus"!
Dieser Trick funktioniert immer dann, wenn die Figur, dierweichnen

Tl wollen, genau zwei Knoten von ungeradem Grad hat. Aber anfeigu-
ren (mit mehr als zwei Knoten von ungeradem Grad) konnemigat in
einem Zug gezeichnet werden, selbst wenn man erlaubt, dass @d
Zielknoten verschieden sind.
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\Von Postboten und der Mullabfuhr

Abgesehen davon, dass man mit dem beschriebenen Algostiseine Mitschiler beeindrucken kann
(insbesondere damit, dass man schon dyftaufschauen” und schnelles Testen der Grade der Knoten
entscheidet, ob sich eine Figur in einem Strich zeichnsst)agibt es auch in der Praxis Anwendungen.
Nimmt man zum Beispiel an, dass die Kanten Strafl3en sind ui&mbten Kreuzungen, so ist ein Weg,
der alle StraRen genau einmal durchlauft, gerade einatButeWenn ein StralRennetz Eulertouren hat,
stellen diese schnelle und benzinsparende Routen furatizéstellung und die Mullabfuhr dar. Unser
Algorithmus findet solche Touren auf einfache Weise. (FétzZ® mit Hunderten von Stral3en tbernimmt
natdrlich ein Computer die Arbeit.)

Tatsachlich gibt es in Stadten aber mehr als zwei Kreugnmgit einer ungeraden Zahl von Stral3en. Da-
durch muss bei der Planung der Millbeseitigung berublisicwerden, dass einige StraBen mehrfach
genutzt werden. Dabei spielt auch die Lange der StralRerRoile, was zum so genannten Brieftragerpro-
blem (Chinese Postman Problem) fuhrt.
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Externe Links:
o Leonhard Euler
http://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard Euler

e Konigsberger Briickenproblem
http://de.wikipedia.org/wiki/Konigsberger Briickenproblem

e Graphenspiele mit Eulertouren
http://www.informatik.hu-berlin.de/~liske/creativecouple.html

e Eulerkreise
http://de.wikipedia.org/wiki/Eulerkreis

o Nikolaushauser
http://de.wikipedia.org/wiki/Das Haus_vom Nikolaus

e Brieftragerproblem
http://de.wikipedia.org/wiki/Brieftréigerproblem

o Eulerkreismaterial fiir eine Unterrichtseinheit in degrteén oder fiinften Klasse
http://www.informatik.hu-berlin.de/ behrisch/lehre/nikolaus.html

o Eulertour bei der Mullabfuhr
http://kortenkamps.net/material/EulerTour
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