7. Algorithmus der Woche — Informatikjahr 2006

http://mnnormatikjahr.de/algorithmus/

7. Algorithmus der Woche
Klrzeste Wege

Wie komme ich am schnellsten von einem Ort zu einem anderen?
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Ich bin gerade nach Karlsruhe in meine erste Studententerggn. So eine Grof3stadt ist schon ziemlich
kompliziert. Einen Stadtplan habe ich zwar schon, aber wiefich heraus, wie ich am schnellsten wohin
komme? Ich fahre zwar gerne Fahrrad, aber ich bin notorisgkduldig, deshalb brauche ich den wirklich

kiirzesten Weg - zur Uni, zu meiner Freundin...

Ich gehe die Planung also systematisch an. So konnte es:dehéreite den Stadtplan auf einem Tisch aus
und lege diinne Faden entlang der Stra3en. Diese werdereaaufigen und Abzweigungen miteinander
verknotet. Der Einfachheit halber mache ich auRerdem Knateallen moglichen Start- und Zielpunkten
sowie an den Enden von Sackgassen.

Jetzt kommt der Trick:

Ich fasse das entstandene
Gespinst dort, wo ich starte,
und ziehe diesen Knoten
langsam nach oben. Nach
und nach lésen sich die
anderen Knoten von der
Tischplatte. Ich habe die
Knoten beschriftet, so dass
ich immer noch weil,

welcher Knoten wohin

gehdrt. Schlie3lich hangt
alles senkrecht unter dem
Startknoten.

Jetzt habe ich leichtes Spiel: Um einen kirzesten Weg voinearme Startpunkt zu einem Zielpunkt zu
finden, muss ich nur den Zielpunkt ausfindig machen und giesfpannte Faden nach oben bis zum Start-
punkt zuriickverfolgen. Der Abstand zwischen Start- ureltinkt Iasst sich auRerdem einfach mit einen
Mafband abmessen. Der so gefundene Weg muss der kirzestdesen gabe es einen noch kirzeren,
hatten sich Start und Ziel nie so weit voneinander entf@inbe Faden zu zerreil3en).
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Nehmen wir zum Beispiel an, ich mochte den

M Abstand vom 0 kirzesten Weg von der Mensa (M) zum Rechen-
Startknoten zentrum (F) herausfinden. Ich hebe das Netz also

am Knoten M immer weiter an, wobei sich Kno-

R 5 ten fur Knoten vom Tisch 16st. Sobald Knoten Fin

der Luft hangt, kann ich aufhoren. In nebenstehen-
der Zeichnung ist das Gewirr aufgezeichnet, zur
Verbesserung der Uibersichtlichkeit aber ein biss-
chen auseinander gezogen, nicht ganz senkrecht.
Man erkennt, dass der kiirzeste Weg von M nach F
Uber G fuhrt. Zwischen L und K hat sich bereits ei-
ne durchhangende Schlaufe gebildet, die sich auch
nicht mehr spannen wird. Das bedeutet, dass kein
kurzester Weg von M aus uber diese Verbindun-
gen lauft.

Ich habe das ganze fur die Umgebung meiner
Uni erfolgreich getestet. Aber schon mein erster
Versuch mit ganz Karlsruhe ist klaglich an
verhedderten Bindfaden gescheitert. Ich habe die
halbe Nacht gebraucht, um die Faden zu entwirren
und erneut auf dem Stadtplan auszulegen.

Am nachsten Tag ist mein kleiner Bruder zu Besuch. Kein Brabmeint er. Er habe die notige Tech-
nologie, um das Problem zu I6sen. Er packt seinen Chemkalséen aus und trankt die Faden mit einer
mysteridsen Flussigkeit. O weh! Er zlindet das GespimsBtartpunkt an. In den nachsten Sekunden ver-
schwindet das Zimmer in einer Rauchwolke. Er hat aus deerrZidindschniire gemacht. Er erklart mir
voller Stolz, was das soll: Alle Faden brennen gleich sthAéso ist der Zeitpunkt, zu dem ein Knoten
Feuer fangt, proportional zur Entfernung vom StartpuAkiierdem enthalt die Richtung, aus der ein Kno-
ten Feuer fangt, die gleiche Information wie die gespamRteden bei meinem Ansatz mit dem hangenden
Gespinst. Toll!' Leider hat er vergessen, eine Videoaufreaties Infernos zu machen. Jetzt haben wir nur
einen Haufen Asche. Selbst mit einem Video ware es unmiiglias Gleiche von anderen Startpunkten zu
wiederholen. Die Abbildung rechts zeigt immerhin ein Morzemild, nachdem die Flammen von Start-
punkt M ein Stuck weit gekommen sind. An manchen Stellefelagie sogar wieder aufeinander zu und
vernichten sich irgendwann gegenseitig.

Nachdem ich diesen Pyromanen hochkant aus meiner Bude fgewltabe, beginne ich nachzudenken.
Ich muss meine Scheu vor Abstraktion Uberwinden und dag&areinem damlichen Computer verkli-
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ckern. Das hat aber auch Vorteile. Faden, die es nichtkjilminen sich nicht verheddern oder abbrennen.
Mein Prof hat mir gesagt, dass ein Herr Dijkstra einen Altjonius, der das Kiirzeste-Wege-Problem ganz
ahnlich wie das Bindfadenverfahren lost, schon 1959eadhrieben hat. Netterweise kann man den Algo-
rithmus von Dijkstra in der Bindfadenterminologie besdbea.

Zu jedem Knoten muss mein Computer lediglich die von ihm abhegden Faden zu benachbarten Knoten
und deren Lange kennen. Er verwaltet auRerdem eine Tathetlee zu jedem Knoten seinen Abstand
zum Zielknoten abschatzt (d. h. die Entfernung ist héatisso grol3 wie der entsprechende Eintrag in d).
Bei hangenderkKnoten ist das auch die endgilltige Lange des kirzestayesvdBei Nachbarn hangender
Knoten gibt d die Lange der kiirzesten Verbindung an, wetalr iber hangende Knoten geht. Nennen wir
diese Knotetiegend Bei den anderen, bishanerreichterknoten, ist d gleich unendlich. Anfangs ist also
d[StartKnoteh= 0.

1 function KURZESTEWEGE(X)
alle Knoten liegen, alle d[] sind unendlich, nur d[Stadgten]=0

while es liegende Knoten giloto

2
3
4 v := der liegende Knoten mit kleinstem d[v]
5 mache v hangend

6 for all Faden von v zu einem Nachbarn u der LangdolL
7

if d[v]+L < d[u] then d[u] = d[v]+L {kiirzerer Weg hin zu u
gefunden, fuhrt Ubery

8 endfor

9 endwhile

10 end

Was hat dieser Algorithmus mit dem Prozess des langsamehhidbens des Startknotens zu tun? Jede
lteration der while-Schleife entspricht detbergang eines Knotensvon liegend nach hangend. Bi&]

den Abstand vom Startknoten zumittels hangender Faden angibt, ist der jeweils nacastghobene
Knoten derjenige mit dem kleinsteifv] Wert. Dieser Wert entspricht der Hohe des Startknoterisldrav
hangend wird. Da andere, spater angehobene Faden digsentitht mehr verkleinern konnen, entspricht
d[v] auch der entgiiltigen Entfernung vom Startvz{Dieses Argument funktioniert allerdings nur fiir den
Knoten mit dem jeweils kleinsted|v] Wert.)

Ein richtig genialer Zug von Dijkstras Algorithmus ist, dadied[u]-Werte der anderen Knoten sich sehr
einfach anpassen lassen, wertmangend wird. Lediglich die vomausgehenden Faden missen betrachtet
werden. Dies erledigt die innere for-Schleife. Eine Fadeiseghenv und einem Nachbarknotan mit
LangeL ergibt eine Verbindung vom Startknoten awler Langed|v] + L. Wenn dieser Wert kleiner ist,
als der bisherige Wert vod[u], wird d[u] entsprechend verringert. Am Ende hangen alle tberhamt v
Startknoten aus erreichbaren Knoten unddji¢-Werte geben die kiirzesten Weglangen an.

Das folgende Applet fiihrt den Algorithmus von Dijkstragraktiv aus. Ein Klick auf “Schritt” fuhrt einen
Schritt durch, “Komplett” fuhrt den Algorithmus bis zum @@ aus. WeilRe und blaue Knoten liegen noch
auf dem Tisch, wobei die blauen mit bereits hangenden veltan sind. Die orangenen Knoten hangen in
der Luft. In den Knoten steht das aktuellg. Nach Beendigung des Algorithmus muss man vom Zielkno-
ten aus den roten Faden entlang riickwarts gehen, umwdeadtén Weg zu finden. Das ist eindeutig und
fuhrt auf jeden Fall zum Startknoten. Versuchen Sie donmal, den Bindfadenzustand der zweiten Ab-
bildung damit zu rekonstruieren. Fur das Karlsruhe-Belsgmtspricht eine Abstands-Einheit Gibrigens ca.
10m in der Reallitat. Als weitere Beispiele kbnnen Sie neichabstraktes Netz sowie einen klitzekleinen
Ausschnitt aus einem Routenplaner fur Deutschland allena
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Folgende Abbildung zeigt den Zustand des Algorithmus n&cBdhritten, also entsprechend der Bindfa-
denabbildung.

Dieser Algorithmus lasst sich leicht so erweitern, dasshadie kiirzesten Wege rekonstruiert werden
kdnnen: Immer wenm[u] neu gesetzt wird, merken wir uns den Knoterler dafur verantwortlich war,
als Vorgangemp|v]. Spater rollen wir durch Zuriickverfolgen der Vorgangeweise die Route vom Ziel
zum Start auf.

Naturlich gibt es eine vielglose Enden®, die wir auf so engem Raum nicht verfolgen kanmbeshalb
erfolgt hier ein Verweis auf weitere Informationen.
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Externe Links:

e Applet und zusatzliche Informationsseite der Autoren
http://algo2.iti.uni-karlsruhe.de/singler/algorithmus-der-woche/
informationen.html
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