35. Algorithmus der Woche — Informatikjahr 2006 http://mvinformatikjahr.de/algorithmus/

35. Algorithmus der Woche
Zyklensuche

Autor
Holger Schlingloff, Humboldt-Universitat zu Berlin

In dieser Woche geht es daru@yklenin Graphenzu suchen. Das bedeutet, wir wollen feststellen, ob
in einer Menge von Knoten, die durch Kanten miteinander weden sind, ein Zyklus enthalten ist. Ein
Zyklusoder Kreis ist dabei ein Weg von einem Knoten zu sich selbst.

Szenario 1

Du bist mit dem Flugzeug mitten in einem Urwald ab-
gestiirzt, und suchst einen Weg zuriick in die Zivilisation /
Durch den Dschungel fiihren etliche Trampelpfade, die von f A
Einheimischen angelegt wurden; auRerhalb der Wege isQ_’ s
das Dickicht undurchdringlich. Durch das dichte Blatter- 4 £
dach kannst du nicht einmal die Sonne sehen. Du packs~
also die verfugbare Ausriistung zusammen und marschiers /
in der erstbesten Richtung los. Schon nach wenigen Minu-
ten kommst du an eine Weggabelung; du entschlief3t dich
den rechten Weg weiterzulaufen. Dann kommt eine Kreu-
zung, an der du geradeaus gehst. Leider ist das ein Holz
weg, eine Sackgasse die nicht weiter fuhrt. Also kehrst du
um, gehst zur Kreuzung zurtick und wendest dich nach
rechts. Bei der nachsten Abzweigung gehst du nach links.
dann wieder nach rechts und so weiter. Auf einmal lichtet
sich der Urwald und du stehst - wieder vor deinem Flug-
zeug, von dem du losgelaufen bist: offenbar bist du die
ganze Zeit im Kreis gelaufen. Wie kannst du verhindern,
dass dir so etwas beim nachsten Versuch wieder passiert”~

Szenario 2

Andy mochte mit Benny und Charly ins Kino gehen. Charly matssr zu Hause Babysitten und kann nur
dann weg, wenn Dany kommt und ihn ablost. Benny darf ersti@snn er seine Hausaufgaben erledigt
hat. Dazu braucht auch er die Hilfe von Dany, die versprodienzu ihm zu kommen, sobald sie das
Aufgabenheft von Eddy zuriickbekommt, das sie ihm in deufgcheliehen hatte. Eddy griibelt aber noch
an den Aufgaben und hofft, dass Benny ihm eine Mail mit desurgysidee schickt. Warum wird Andy den

Film wahrscheinlich verpassen?

Beide Szenarien kdnnen auf dasselbe Problem zuriichgei@rden, namlich die Zyklensuche in Graphen.
Ein (gerichteter)Graph ist eine Struktur bestehend aus Knoten und Kanten, wobei i€ante jeweils
von einem Knoten zu einem anderen Knoten fuhrt. Knoten ereads Kreise gezeichnet, und Kanten als
Pfeile zwischen zwei Knoten. Zum Beispiel kdnnten wir imetten Szenario fur jede Person einen Knoten
zeichnen, und eine Kante vom Knotemum Knoteny eintragen, wenn Persorauf Persory wartet. Das
ergibt dann den folgenden Graphen:
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Wie man sofort sieht, gibt es hier einen ZyklusBD — E — B, d.h. eine Folge von Knoten, die durch

Kanten verbunden sind, und der Anfang und das Ende der Finidalerselbe Knoten. Benny wartet auf

Dany, Dany wartet auf Eddy, und Eddy wartet auf Benny: Weenngthts dagegen tun, werden sie so
ewig warten. Solche Zyklen kdnnen leicht dazu fihrensdasstimmte Prozesse nie aufhdren (wie im
ersten Beispiel), oder gar nicht weiterkommen (wie im zeriBeispiel). Wenn das bei einem Computer
passiert, spricht man von einer Endlosschleife oder voeraiarklemmung. Beides fiihrt meist dazu, dass
das Programm keine Reaktion mehr zeigt und man es von au®eachbn muss. Daher ist es oft eine
wichtige Aufgabe, Zyklen zu erkennen (und nach Modglichkaivermeiden).
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Verklemmung im Stral3enverkehr

Aufgabe: Schildere weitere Situationen des taglichen Lebens,medeine Verklem-
mung (zyklische Wartesituation) oder eine Endlosschi@félische Tatigkeit ohne
Fortschritt) auftritt!

Wie geht man jetzt zur Zyklensuche praktisch vor? Kommerzwim Urwaldbeispiel zuriick. Hier kannst
du wie dereinst Hansel und Gretel den Weg mit Steinchen ier@h Wenn du dann beim Laufen auf
ein vorher hingelegtes Steinchen kommst, weif3t du, dassttbnseinmal da gewesen bist. Fir eine sys-
tematische Suche nach einem Ausweg bringt dich also das Mfzgstiick nicht weiter, und du solltest
besser umkehren. Um die Urwaldexpedition durch ein Conmprdagramm zu simulieren, kdnnen wir un-
ter anderem eine Tiefensuche verwenden (siehe auch dergérithimus der Woche; Tiefensuche —
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Prinzessin Ariadne und Kaiser Franz* von Michael Dom, Failffhler und Rolf Niedermeier). Wir model-
lieren zunachst die Urwald-Landkarte durch einen Grapbehe Wegkreuzung oder —gabelungist dann ein
Knoten des Graphen, und jedes Wegstiick zwischen zwei éégenvgen ist eine Kante. Den Tiefensuchen-
Algorithmus kdnnen wir wie folgt formulieren:

prozedur TIEFENSUCHE(Knoten x)
falls Ausgang erreichdann stopp

1
2
3 sonst fallsx unmarkiertdann
4 markiere X;

5

fur alle Nachfolgerknoten y von tue TIEFENSUCHHY)

Anmerkung: Dieser Algorithmus ist rekursiv, das bedeutet rickbdiztigformu-
liert: In der Definition der Prozedur wird auf die ProzedulbseBezug genommen.
Auch eine solche Rekursion kann einen nicht anhaltendefugyerursachen, wenn
man nicht aufpasst. Ohne das Setzen von Markierungen wdieder Algorithmus
beispielsweise bei einem zyklischen Graphen unweigeitichinen Zyklus gera-
ten...&

Falls in diesem Algorithmus ein Knoten erreicht wird, deinkeeNach-
folger hat (eine Sackgasse), oder der schon bereits markieso wird
die Suche nicht fortgesetzt sondern zum letzten Knotemckgekehrt Da
nebenstehende Bild verdeutlicht den Ablauf des Algorithifiu den Gra
phen des zweiten Beispiels. Die Knoten sind dabei von obeh nater
gezeichnet, die Nummern geben die Reihenfolge an, in dé{mixen er-
reicht und markiert werden. Die Suche startet beim Knoter.A, mit
dem Aufruf TIEFENSUCHHA). Da A noch nicht markiert ist, werden nac
einander TEFENSUCHHB) und TIEFENSUCHHC) aufgerufen. Die Bea
beitung des Aufrufs TEFENSUCHEC)wird dabei zuriickgestellt, bis d
Ausfiihrung von TEFENSUCHHB) erledigt ist. TEFENSUCHHB) ruft al-
S0 zunachst lEFENSUCHED), dieses wiederum [EFENSUCHEE), und
dieses TEFENSUCHHB). B ist allerdings schon markiert, also wird zt
zuriickgekehrt. Hier sind schon alle Nachfolgerknotemklezitet, also el
folgt die Rickkehr zu D, dann zu B und A. Jetzt kann der zkigéstellte
Aufrufvon TIEFENSUCHEC) bearbeitet werden. Da D bereits markiert
erfolgt die Ruckkehr zu C und A. Jetzt sind alle Aufrufe besret und die
Ausfiihrung des Algorithmus wird beendet.

Fur die Zyklensuche muss der Algorithmus etwas modifizientden. Wie wir im obigen Beispiel sehen,
gibt es drei Arten von Kanten:

1. Vorwartskanten, z.B. von A nach C

2. Querkanten, z.B. von C nach D, und

3. Ruckwartskanten, z.B. von E nach B.
Nur eine Riickwartskante kann einen Zyklus verursachéock®artskanten konnen von Querkanten un-
terschieden werden dadurch, dass sie auf einen Knoten igenyeler bisher noch nicht vollstandig abge-
arbeitet wurde. Wir kdnnen das dadurch beriicksichtigaas wir die Markierung erweitern: statt einfach

nur ,unmarkiert* oder,markiert* merken wir uns in der Markierung jedes Knotens,dib Bearbeitung
noch nicht begonnen hat, der Knoten sich in Bearbeitung teffioder die Bearbeitung abgeschlossen ist.
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prozedur ZYKLENSUCHE (Knoten Xx)
falls Markierung(x) =,in Bearbeitung‘dann Zyklus gefunden
sonst fallsMarkierung(x) =,noch nicht begonnendann

1

2

3

4 Markierung(x) :=,in Bearbeitung*;

5 fur alle Nachfolgerknoten y von iue ZYKLENSUCHE(Y);
6

Markierung(x) :=,abgeschlossen”;

Hinweis fur Leser mit Programmiererfahrung: Zur Implementierung dieses Algo-
rithmus’ kann man den Graphen als Struktur reprasentiéeirder jeder Knoten aus
seinem Namen, einem Platzhalter fur die Markierung unéreliiste von Nachfol-
gerknoten besteht. Ein Graph wird dann durch einen Verwdiden Einstiegsknoten
dargestellt.

Aufrufreihenfolge fiir den Beispielgraphen:

Zyklensuche (A) // A noch nicht begonnen

| A in Bearbeitung

Zyklensuche (B) // B noch nicht begonnen

B in Bearbeitung

Zyklensuche (D) // D noch nicht begonnen
| D in Bearbeitung

in Bearbeitung

’

| Zyklensuche (E) // E noch nicht begonnen J/ v gg;fg:ﬂ
| | E in Bearbeitung / .7

| | Zyklensuche (B) // B in Bearbeitung inBearbei:(‘ung

| | | Zyklus gefunden! |

| | E abgeschlossen // Zeitpunkt der Momentaufnahme ‘\

| D abgeschlossen abgeschlosser

B abgeschlossen

Zyklensuche (C) // C noch nicht begonnen
| C in Bearbeitung

| Zyklensuche (D) // D abgeschlossen

| C abgeschlossen

A abgeschlossen

Momentaufnahme bei der
Ausfihrung der ProzeduiZy-

|
[
[
[
[
[
[
[
[
|
|
|
[
: KLENSUCHE
|

Der angegebene Algorithmus stellt fest, ob vom Ausgangskrawus ein Zyklus erreicht werden kann. Man
kann aber daran nicht erkennen, welche Knoten tatsacalitdem Zyklus liegen. Um das festzustellen,
muss man sich den zuriickgelegten Weg, das heif3t die Folgénidden,in Bearbeitung” merken. Bei
der oben angegebenen Momentaufnahme ist der aktuelle WegBA— D — E — B, das heil3t, B, D
und E liegen auf dem Zyklus. Wenn man also auf einen Know@®tsbei dem man schon einmal war, so
sind alle Knoten, die danach besucht wurden, in dem Zykltisadtien. Falls die Suche bei einem Knoten
abgeschlossen ist, man also zum dariiber liegenden Knatéokkehrt, muss dieser Knoten natirlich auch
aus dem aktuellen Pfad entfernt werden. Algorithmischrit@idas in etwa so aussehen:
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prozedur ZYKLENFINDEN (Knoten X)
falls Markierung(x) =,in Bearbeitung‘dann
Zyklus gefunden; alle Knoten auf dem aktuellen Pfad abgeleauf dem Zyklus
sonst fallsMarkierung(x) =,noch nicht begonnendann

Verlangere den aktuellen Suchpfad um x;
fur alle Nachfolgerknoten y von tue ZYKLENFINDEN(Y);

1
2
3
4
5 Markierung(x) :=,in Bearbeitung*;
6
7
8 Markierung(x) :=,abgeschlossen”;
9

Entferne x (das letzte Element) aus dem aktuellen Pfad;

Robert Tarjan hat diese Idee weiter ausgearbeitet und dilgemithmus entwickelt, mit dem alle Zyklen
~durchnummeriert* werden kdnnen. Zyklen, die miteinarmlesammenhangen, erhalten dabei die gleiche
Nummer. Tarjan’s Algorithmus kann dazu verwendet werdeereiGraphen in so genanptarke Zusam-
menhangskomponenten* zu zerlegen, also die Menge der Kisotaufzuteilen, dass innerhalb der Teile
jeder Knoten von jedem erreichbar ist.

Wie wir gesehen haben, ist die Tiefensuche gut geeignet|lerdyklen in einem Graphen zu finden. Falls
es lediglich darum geht, festzustellen, ob ein gegebensgé&ugsknoten in einem Zyklus liegt, so kdnnen
wir einen einfacheren Algorithmus verwenden: Wir kdnneittats einer so genannteBreitensuchealie
Menge der vom Ausgangsknoten erreichbaren Knoten beracbagu gehen wir davon aus, dass wir eine
effiziente Methode haben, mit der wir fir eine Menge von kenalie Nachfolgermenge berechnen kdnnen,
das heilit, die Menge der Knoten die durch eine Kante mit dgriinglichen verbunden sind. Und dann
starten wir einfach mit der Menge, die nur den Ausgangsknetghalt, berechnen die Nachfolgermenge,
die Nachfolger-Nachfolgermenge, davon wieder die Nagjgiohenge und so weiter, bis wir irgendwann
entweder keinen neuen Knoten hinzubekommen, oder den Agsigaoten wieder erreichen.

1 prozedur BREITENSUCHE(Knoten Xx)
2 Erreichbar :={ }; Front :={x};
3 wiederhole

4 Front ::{y ’ y ist Nachfolgerknoten irgendeines z aus Fr?r?t,

y ist nicht in Erreichbar

5 falls x aus Frontdann Zyklus von x nach x existiert, stopp
6 Erreichbar := Erreichbar vereinigt mit Front;
7 bis Front ={ }

Man kann sich eine Breitensuche in etwa wie die AusbreitworgWellen vorstellen, die von einem Stein
ausgehen, der in einen ruhigen See geworfen wird. Die Wedle) also die vorderste Welle, umfasst
jeweils den erreichbaren Teil der Wasseroberflache.
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Die im Breitensuchen-Algorithmus verwendete SchleifedWibchstens so oft wiederholt, wie es Knoten
im Graphen gibt, Ublicherweise jedoch viel weniger oftd&rerseits miissen bei der Breitensuche die bei-
den MengenFront* und, Erreichbar* angelegt und verwaltet werden, die (im Veidieiur Tiefensuche)
unter Umstanden sehr viele Knoten enthalten konnen. Rimdexitat hangt sehr wesentlich von der Ef-
fizienz der verwendeten Mengenoperationen ab. Bei einigegr&nmiersprachen gibt es sehr schnelle
Bibliotheksfunktionen fur groRe Mengen und Relationen.

Historische Notizen

Das Problem, Zyklen in Graphen zu suchen, ergab sich schwrirgi in der Geschichte der Informatik.
Erste Anwendungsbeispiele in den 1950-ern waren die Swette Schleifen in Schaltkreisen oder Daten-
flussdiagrammen. Die Tiefensuche und damit verbunden #igswe Zyklensuche ist seit den 1960-ern
bekannt und wird oft als Standardbeispiel fur Backtragkiigorithmen verwendet. Tarjan’s Algorithmus
zur Berechnung von starken Zusammenhangskomponentdniezrd®72. Eine wesentliche Anwendung
von Algorithmen zur Zyklensuche besteht in der ErkennungWerklemmungen in Betriebsmittelgraphen:
in jedem Mehrprozess-Betriebssystem kdnnen bei mangeByhchronisation zyklische Wartebedingun-
gen auftreten. Bekannte Veranschaulichungen dafir sijkdtia’s Problem der dinierenden Philosophen
oder Lamport’'s Problem der Backereiwarteschlangen.&git1970-ern tauchen immer wieder Compu-
terspiele (z.B,,dungeons and dragons") auf, in denen der Spieler durch einellies Labyrinth (einen
Graphen) wandert, in dem diverse Gefahren zu bestehenisiddn 1990-ern wurden neue effiziente Al-
gorithmen und Datenstrukturen zur Zyklenerkennung im Raihron Zustandsraum-Suchverfahren bei
der automatischen Verifikation von Modellen entwickelt.

Autoren:

e Prof. Dr. Holger Schlingloff
http://www.informatik.hu-berlin.de/"hs

Weiterfiihrende Materialien:

e Foliensatz des Beitrags (ppt, mit Animationen)
http://www-il.informatik.rwth-aachen.de/"algorithmus/Algorithmen/algo35/35_
Zyklensuche.ppt

e Foliensatz des Beitrags (pdf, ohne Animationen)
http://www-il.informatik.rwth-aachen.de/"algorithmus/Algorithmen/algo35/35_
Zyklensuche.pdf

Externe Links (und Referenzen):

e Gumm/ Sommer: Einfihrung in die Informatik. OldenbourgrMg, 7. Auflage (Oktober 2006), pp.
381ff

e R. Sedgewick: Algorithmen. Addison-Wesley / Pearson; Xlage 2002, Kap. 29.
e Wikipedia:

— Tiefensuche
http://de.wikipedia.org/wiki/Tiefensuche

— Breitensuche
http://de.wikipedia.org/wiki/Breitensuche

e \orlesungsunterlagen,Praktische Informatik 1“ (erstes Semester Informatik) zurhema
(Powerpoint-Folien)
http://www2.informatik.hu-berlin.de/PI1/vorlesung/20040211.ppt
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