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24. Algorithmus der Woche

Bin Packing
Wie bekomme ich die Klamotten in die Kisten?

Autor
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Joachim Gehweiler, Universitat Paderborn

Ich habe diesen Sommer mein Abi gemacht und mochte zum tHaibdem Studium beginnen — Informa-
tik natirlich! Da es in meinem kleinen Ort keine Uni gibt,ngte ich deshalb in Kiirze umziehen missen.
Dann heil3t es, all die tausend Sachen in meinen SchrankeRegralen in Umzugskartons zu verpacken.
Um den Umzug mdoglichst kostengiinstig zu gestalten, wietdenich dabei bemiihen, die Gegenstande in
moglichst wenige Kartons zu verpacken.
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Wenn ich nun alle Gegenstande einfach so der Reihe nachemuRehalen nehmen und in einen Um-
zugskarton nach dem anderen verpacken wirde, wiirde l#i dane ganze Menge Platz in den Kartons
verschwenden, da die Gegenstande verschieden grof3 uerdaimedlich geformt sind, und sich dadurch
eine Menge Lucken in dem Umzugskartons ergeben wirden.

Die optimale Losung fir dieses Problem, d.h. die kleirigilithe Anzahl bendtigter Umzugskartons,
wirde ich sicherlich finden, wenn ich alle Moglichkeitelie Gegenstande in Umzugskartons zu verpa-
cken, der Reihe nach ausprobiere. Doch das wirde bei sm@genstanden eine halbe Ewigkeit dauern
und obendrein ein riesiges Chaos in der Wohnung verursachen
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Deshalb wiirde ich die Gegenstande schon am liebsten Ralbenfolge in Umzugskartons verpacken, in
der sie mir beim Ausraumen der Schranke und Regale myffdrade in die Hand kommen. Die entschei-
dende Frage ist daher, wie viele Umzugskartons ich bei diésgehensweise mehr benotige als bei der
optimalen Losung. Um dies herauszufinden, werde ich daséhonun analysieren.

Das Online-Problem,, billig umziehen*

Da ich die Gegenstande der Reihe nach aus den SchrankeRbgalen nehmen und verpacken mochte,
bedeutet das, dass ich es mit einem Online-Problem (vdiiiEiang in Online Algorithmen) zu tun habe,
denn:

¢ Die relevanten Daten (hier: die Gro3e der einzelnen Gegeds) treffen erst nach und nach im
Laufe der Zeit ein. Die Liste dieser Grodl3en, in der Reihkygdhres Auftretens, bezeichnen wir im
Folgenden mit s.

e Esliegen keine Informationen Giber die zukinftigen Ddtear: die GroRen der noch nicht betrach-
teten Gegenstande) vor.

e Die Anzahl der zu bearbeitenden Daten (hier: der zu verpatkeGegenstande) ist nichtim Voraus
bekannt.

¢ Die aktuelle Anfrage muss sofort bearbeitet werden (hiegéhstande werden nicht voriibergehend
zur Seite gelegt).

In der Realitat liegen fiir einige Aspekte zwar Schatzeveor, da ich in der Wohnung schlief3lich jahrelang
gelebt habe und somit eine gewisse Vorstellung davon haesieh alles in den Regalen und Schranken
befindet; dies werde ich hier jedoch au3er Acht lassen un@ddem somit idealisiert betrachten.

Meine Verpack-Strategie sieht nun als Online-Algorithrfalgendermalfen aus: Die Eingabe besteht aus
einer Liste der Gewichte der zu verpackenden Gegenstambidie Ausgabe aus der Anzahl der benotigten
Umzugskartons (n).

NEXTFIT

1 Offne einen Karton.

2 Fur jedes Gewicht aus der Liste tue folgendes:

3 Falls der zugehorige Gegenstand im aktuellen Kartorekei?latz mehr hat,
4 schlieRe den aktuellen Karton, dffne einen neuen

5 Packe den Gegenstand in den geoffneten Karton.

Mit etwas mehr Aufwand kann man auch folgendermaf3en vorgetie konnte die Umzugskartons erst
zum Schluss endgiiltig schlie3en und beim Verpacken edtlenjGegenstands alle angefangenen Umzugs-
kartons darauf Uberprifen, ob vielleicht noch gentid@latz Gbrig ist. Dies hatte dann einen Vorteil, wenn
ich fur einen besonders grof3en Gegenstand einen neuengskazton anfangen muss, und danach wieder
eine Reihe kleinerer Gegenstande zu verpacken sind, dese kleineren Gegenstande konnen eventuell
noch in einem friiheren Umzugskarton Platz finden.

Als Online-Algorithmus sieht diese zweite Strategie folgermalRen aus:

FIRSTFIT

Fir jedes Gewicht aus der Liste tue folgendes:
Durchlaufe alle angefangenen Kartons und checke:
Falls der zugehorige Gegenstand im aktuellen Karton mtetz hat,

1

2

3

4 packe ihn dort hinein und

5 fahre mit dem nachsten Gegenstand fort (gehe zu Schritt 2)
6

Packe den Gegenstand in einen neuen Karton.
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Analyse der Algorithmen

Um die Analyse, wie gut oder schlecht meine Strategien fonldren, etwas zu vereinfachen, nehme ich
im Folgenden an, dass ein Gegenstand genau dann in einergdkazton passt, wenn das noch unbenutzte
Volumen des Umzugskartons groRRer oder gleich dem Voluresred verpackenden Gegenstands ist (ich
vernachlassige also den aufgrund yderschnitt” nicht nutzbaren Platz in den Umzugskarton®itévhin
wahle ich die Volumeneinheit derart, dass die Kapazigitdimzugskartons genau 1 ist (und die Grol3en
der zu verpackenden Gegenstande somit kleiner oder dlesatid).

Um ein Gefuhl fur die Giite des Ergebnisses meiner Ordilgsrithmen zu bekommen, schaue ich mir ein
paar Beispiele an. Sind alle Gegenstande gleich grof3 -nBeispiel 1 — so liefern NextFit und FirstFit
beide das optimale Ergebnis:

Beispiel 1:

S_(llllllllllllllllll)
RV eV N LN S N O L e A R S e L R I R

NextFit=FirstFit: 5 Kartons

K K K K K

1 2 3 4 )

In Beispiel 2 liefern NextFit und FirstFit ebenfalls nocHdeedas optimale Ergebnis:
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Beispiel 2:

NextFit=FirstFit: 5 Kartons

K K K K K

1 2 3 4 )

Beispiel 3 jedoch zeigt, dass die Reihenfolge der Gegedstdas Ergebnis beeinflussen kann — hier schnei-
det NextFit deutlich schlechter ab:
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Beispiel 3:

NextFit: 8 Kartons

K, K, K K K K K K
FirstFit: 5 Kartons
I«(1 I(2 I(3 K . K5

Wahlt man in Beispiel 3 anstatt der GroRe 1/8 eine vielrdeg Zahl, so steigt der ungenutzte Platz pro
Umzugskarton in NextFit sogar auf fast die Halfte. Die fatgée NextFit verbrauchtim Extremfall also fast
doppelt so viele Umzugskartons wie bei optimaler Packuotmgmwaren.

Die Strategie FirstFit hat in Beispiel 3 zwar noch optimageschnitten, doch auch fir FirstFit gibt es

ungunstige Eingaben, wie Beispiel 4 zeigt:

Bin Packing
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Beispiel 4:

s=(0.15,0.15,0.15,0.15,0.15,0.15,0.34, 0.34,0.34,0.34,0.34,0.34,0.51,0.51,0.51,0.51,0.51

,0.51)
I<3 K4 KS K6 KT KB K9 KlO

FirstFit: 10 Kartons

Optimal: 6 Kartons

K K K K K K

1 2 3 4 5 §]

Hier ergibt sich also ein Verhaltnis von 10:6 fur Firstgi#genuber der optimalen Packung, d.h. FirstFit
benotigt 1,67-mal so viele Umzugskartons. Wir nennenresachen Algorithmus 1,67-kompetitiv. All-
gemein heil3t eine Online-Stratedi&kompetitiv, wenn man nie mehr als das k-fache dessen lggnias
man benotigt hatte, wenn man die Zukunft gekannt hatie.néhnen k auch digApproximationsgute”
der Strategie.

Es stellt sich nun die Frage, ob die Negativbeispiele 3 uretdits die schlechtestmoglichen Eingabelisteen
fur NextFit bzw. FirstFit darstellen, oder ob es noch santier kommen kann. Um die Approximationsgiite
von NextFit zu berechnen, machen wir uns klar, dass die Gt@yede in je zwei benachbarten Kartons zu-
sammen mehr Volumen ausmachen als ein Karton (ware diesdec Fall, hatte NextFit die Gegenstande
nicht auf zwei Kartons verteilt). Folglich ist jeder Kartoan Durchschnitt mehr als halb voll, womit sich
eine Approximationsgute von 2 ergibt. Ein mathematiscikéar Beweis kann in der ausfuhrlichen Version
dieses Artikels nachgelesen werden.

Der Online-Algorithmus NextFit ist also 2-kompetitiv (v@infihrung in Online Algorithmen). Da dieser
Beweis auf FirstFit Ubertragbar ist, ist somit auch Fiit2Fkompetitiv. Mit einem deutlich komplizierteren
Beweis (den wir hier nicht vorfihren, vgl. weiterfuhreridaterialien) kann man sogar zeigen, dass FirstFit
1,7-kompetitiv ist.

Wie gut kann ein Online-Algorithmus fiir Bin Packing sein?
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Wir kennen nun die Approximationsgiite von NextFit bzw.sEit und wissen, dass es Eingabelisteen
gibt, fur die das Ergebnis fast einen Faktor 2 bzw. 1,7 voeothtischen Optimum entfernt ist. Auf der
einen Seite ist dies ein gutes Ergebnis, da wir wissen, dassdschwendete Platz in den Umzugskartons
niemals einen bestimmten Faktor Uiberschreitet, andsteist es das Ergebnis aber auch etwas unbefrie-
digend, denn es macht schon einen schmerzlichen Untedsadiieder Umzug nun 1000 EUR oder 2000
EUR (bzw. 1700 EUR) kostet.

Um nun abschliel3end zu beurteilen, wie gut oder schlechfetipackungsstrategien tatsachlich sind, gilt
es noch zu untersuchen, wie gut ein Online-Algorithmusdiéses Problem {iberhaupt sein kann. Denn
da die Eingabeliste nicht im Voraus bekannt ist, diirfte eelwnmaoglich sein, einen Online-Algorithmus
zu entwerfen, der immer ein optimales Ergebnis liefert. Mann beweisen, dass dies auch tatsachlich
der Fall ist. Dazu uUberlegt man sich, dass aifl@mpetitive Online-Strategie auch fir jede Teileingabe
c-kompetitiv sein muss. Angenommen, man hat eine Eingabetiee aus einer Reihe von Gegenstanden,
die ein wenig kleiner als /2 sind, gefolgt von ebensovielen Gegenstanden, die mirgnd®er als 12
sind, besteht. Dann werden bei der optimalen Losung innjétrton jeweils einer der kleineren und
einer der groReren Gegenstande verpackt. Dieselbe @8lirategie kann aber nicht gleichzeitig auch fir
die Teileingabe, die nur aus der ersten Halfte der Eingaséeht, optimal arbeiten; denn in diesem Fall
muf3ten bei der optimalen Losung jeweils zwei der Gegertit, die ein wenig kleiner alg2 sind, in einen
Karton verpackt werden. Da man aber nicht im Voraus weil3, mdb wie viele grofRere Gegenstande in
der Eingabeliste noch folgen, kann keine Online-Strategeiden Fallen ein optimales Ergebnis liefern.
Damit erhalten wir folgendes Resultat (ein mathematisetkeer Beweis kann in der ausfiihrlichen Version
dieses Artikels nachgelesen werden):

Satz:

Es gibt keinen Online-Algorithmus fiir das Bin Packing Reob, der besser als
3-kompetitiv ist.

Unter dem Aspekt, dass selbst die bestmdogliche Onlingteftie fur das Umzugsproblem nicht besser als
4/3-kompetitv sein kann, erscheint nun die 1,7-kompefitirategie FirstFit in einem ganz anderen Licht.
Na dann kanns mit dem Packen ja losgehen!

Eine weitere Einsatzmdoglichkeiten des Bin Packing issjpeisweise, Dateien auf CDs zu verteilen (etwa
im Rahmen einer Datensicherung). In diesem Fall lassendiicloben beschriebenen Strategien sogar
direkt anwenden, d.h. man muss keine vereinfachende Anerabayl. desVerschnitts* treffen, da dieses
Problem bei Datenstromen nicht auftritt.

Autoren:

e Prof. Dr. Friedhelm Meyer auf der Heide
http://www.upb.de/cs/fmadh

e Joachim Gehweiler
http://wuw.upb.de/cs/joge

Weiterfihrendes Material:

o Ausfihrliche Version dieses Artikels als PDF
http://wuwhni.uni-paderborn.de/fileadmin/hni_alg/informatikjahr/bin_packing lang.pdf

Externe Links:

e FirstFit Algorithmus als Animation (Java-Applet)
http://www-cg-hci-f.informatik.uni-oldenburg.de/"da/iva/baer/start/binl.html
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