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18. Algorithmus der Woche
Der Euklidische Algorithmus

Autor
Friedrich Eisenbrand, Universitat Dortmund

Heute behandeln wir den altesten bereits aus Aufzeicheruags der Antike bekannten Algorithmus. Er
wurde ca. 300 v. Chr. voRuklid in seinem BuclDie Elementéeschrieben.

Stell Dir vor, du hast zwei Stabe der Langeindb, wobeia undb ganze Zahlen sind. Du mochtest die
Stabe in gleichgrole Stuicke zersagen und zwar so, datsdged der Stiicke so grol ist wie moglich.
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Zerteilen zweier Stabe in moglichst grof3e Stiicke

Unser Algorithmus der Woche berechnet diese gesuchted.énBer Algorithmus hat zwei Versionen.
Die erste Version ist langsam, die zweite ist schnell.

Die Zahlena/d undb/d sind naturliche Zahlen, namlich jeweils die Anzahl ddicke, in die die Stabe
zerschnitten werden. In dem Bild oben lasst sich der lem&ab in 5 Stiicke der Langkzerteilen und
der kurrzere in 3.

Wie finden wir nun die gesuchte Lang&® Wenn beide Stabe gleich lang sind, dann ist die gesucrtgd.”
d sofort klar. Es ist die gemeinsame Lange beider Stabemitgsen also die Stabe nicht zersagen.

Nehmen wir also an, dass die Stabe unterschiedliche lréingleen, wobea grofer ist ald.
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Die gesuchte Lange fiundb ist die gesuchte Lange fiar— b undb

Beim Nebeneinanderlegen beider Stabe fallt Dir etwabk\&ghn beide Stabe sich in Stiicke der Lage
aufteilen lassen, dann kdnnen wir von dem langeren StaBtéiick abschneiden, das genauso lang ist wie
der kiirzere Stab.
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Ein Schritt des Algorithmus

Der neue Stab hat jetzt die Lange- b und lasst sich ebenfalls exakt in Stiicke der Ladgeersagen.
Umgekehrt gilt: Wenn sich der neue Stab und der Stab derdfitgSticke der Langd zerteilen lassen,
dann lasst sich auch der alte Stab der LamgeStucke der Langd zerteilen.

Das wichtige Prinzip (P) ist also kurz das folgende:
Wenna = b, dann ist die gesuchte Lange
Wenna groler ist ald, dann ist die gesuchte Lange féiund b dieselbe wie die gesuchte
Lange fura— b undb.

Wir kdnnen jetzt einen Algorithmus aufschreiben, der uiesggsuchte Lange berechnet.

1 Solange nicht beide Stabe gleich grof3 sind:

Sage von dem langeren Stab ein Stiick ab, das so lang istewidirzere
der beiden Stabe. Lege dieses Stiick beiseite.

2 Jetzt sind beide Stabe gleich gro3. Die gesuchte Langkeigiemeinsame Lange
der Stabe.

Wir miissen uns an dieser Stelle fragen, ob unser Algorithientig wird und nicht immer weiter die Stabe
in kleinere Stlicke zersagt und nie aufhort. Hierzu kaam fielgendes beobachten. Wir beginnen mit zwei
Staben, deren Langen jeweils natirliche Zaldemdb sind. Wahrend der Algorithmus lauft, bleiben die
Langen naturliche Zahlen. Insbesondere ist die Lang®eiden Stabe immer mindestens 1. Da einer der
Stabe in jeder Runde um mindestens eins gekirzt wird tetetedlgorithmus schlie3lich nach hochstens
a+bRunden.

Der grof3te gemeinsame Teiler

Die gesuchte Langeist, so wiea undb, auch eine natirliche Zahl. Es ist eine natirliche Zaiklsdwohl

a als auchb teilt. Mathematisch ausgedriickt bedeutet dies, dass esioatidahlenx undy gibt mit
d-x=aundd-y = b. In unserer Anschauung istdie Anzahl der Stiicke, die wir aus dem Stab der Lange
a schneiden ungt ist die Anzahl der Stiicke, die wir aus dem Stab der Lamgehneiden.

Die Zahld ist dergrof3te gemeinsame Teileona undb, denn nach dem Prinzip (P) ist der grof3te gemein-
same Teiler der Stablangen nach jeder Sage-Runde derslyor dieser Runde.

Wir kdnnen den Algorithmus auch abstrakter aufschreiBamn kommen keine Stabe mehr vor. Die Ein-
gabe sind zwei natiirliche positive Zahlamndb und die Ausgabe ist der grof3te gemeinsame Teiler, der
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ggT vona undb. Wir nennen den Algorithmus aus Griinden, die gleich bélsiaverden, ANGSAMEU-
KLID.

LANGSAMEUKLID

1 whilea#b

2 if a>bthena:=a—b;
3 if b>athenb:=b-—a;
4 end while

5

Gib den gemeinsamen Wert der beiden Zahlen aus.

Schauen wir uns ein konkretes Beispiel an:

Die Eingabe sollen die Zahlen 15 und 9 sein. Im ersten Schidittrahieren wir 9 von 15 und erhalten die
Zahlen 6 und 9. Im zweiten Schritt erhalten wir die Zahlen @ 8nlIm dritten Schritt erhalten wir die
Zahlen 3 und 3 und der Algorithmus gibt die Zahl 3 aus.

Das nachste Beispiel zeigt, warum wir den AlgorithmusNiGSAMEUKLID genannt haben. Betrachte die
Eingabera = 1001 undb = 2. Die beiden Zahlen wahrend den Iterationen des Algotithsind
1001 und 2
999 und 2
997 und 2
995 und 2
... (ziemlich viele Runden)
3und2
lund?2
lund1

Dass es so lange dauert, liegt daran, dass die zweite ZaHls@hist.

Eine Beobachtung, die den Algorithmus erheblich beschleugt

Wie oft zieht man die Zahl 2 insgesamt ab ? Es gilt 1804 500+ 1. Die Zahl 2 wird genau 500 mal von
der Zahl 1001 subtrahiert, bis der Wert unter den Wert 2.fall

Wie kamen wir auf die Zahl 500 ? Einfach indem wir 1001 durchefedt und abgerundet haben. Wir
wussten dann, dass 1081500- 2+ 1 gilt und konnten dann sofort die Zahlen 1001 und 2 durch didéh
1 und 2 ersetzen.

Ein Computer kann sehr schnell eibévision mit Resausfuhren. Diese Operation berechnetausdb
zwei naturliche Zahleq undr mit a= q-b+r, wobeir kleiner ist alsh. Die Zahlq ist das Ergebnis des
Abrundengler Zahla/b undr ist derRestder Division vona durchb. In unserem Beispiel ist = 1001,
b=2,q=500undr = 1.

Wenna undb die Eingabe des AlgorithmusANGSAMEUKLID sind unda grof3er ist ald, dann wirdb
vona entwedeg-mal subtrahiert (wenn tatsachlich ein Rest bleibt) aglerl-mal (wenna durchb teilbar

ist und schlie3lich zwei Stabe der Langentstehen). Wir konnen den Algorithmus also beschleumige
indem wira durchb mit Rest teilen und sofort durch den Restersetzen. Dabei kann es passieren, dass
der Restr Null ist. Das bedeutet, dassder gesuchte gro3te gemeinsame Teiler ist, und der Algotis

ist fertig.

Dies ist die Idee hinter dem folgenden Algorithmus, den efirf EUKLID nennen.
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EUKLID

1 if a< bthenvertauschaundb;
2 whileb>0

3 berechne),r mita=q-b+r, wobei 0<r < b;
4 a:=b;b:=r;
5 end while

6 return a;

Wir kbnnen erwarten, dass dieser Algorithmus viel sclemedit als der Algorithmus ANGSAMEUKLID .
Warum das so ist, kann man genau begriinden. Nehmen wir ssa dée groRere der beiden Zahlen ist.
Wie groR ist der Rest, der bei der Division vora durchb Ubrig bleibt ? Das schauen wir uns an einem
Bild an.

a/2
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b Rest
Der Rest ist klein

Man sieht, dass der Rest immer eine Lange von hochatéhkat. Das liegt daran, dabs-r hochstens
ist undr kleiner alsb ist.

Nach einer Runde wird durch den Rest ersetzt, welcher hdchstens so groR ist wig. In der zweiten
Runde wirdb durch den Rest der Division vdndurchr ersetzt. Diese Zahl ist auch héchstens so groR wie
a/2. Also sind nach zwei Runden beide Zahlen hdchstens hajbofowiea, welche die groRere Zahl der
Eingabe war.

Wenn wir jetzt 2 k Runden hintereinander betrachten, dann haben beide Zabiéistens den Weat/ 2.
Wennk > loga, dann hatten beide Zahlen den Wert Null. Das kann aber paddieren, da der Algorithmus
fertig ist, sobald eine Zahl Null ist. Daher ist die Anzaht 8ehleifendurchlaufe des Algorithmus hochstens
2-loga, wobei wir wieder den Logarithmus zur Basis 2 meinen.

Die Anzahl der Ziffern, die wir in unserem Dezimalsystemumaen um die Zah aufzuschreiben ist
proportional zu log. Wahrend der AlgorithmusANGSAMEUKLID eine Laufzeit hat, die proportional zu
denWertenvon a undb ist, hat der Algorithmus BKLID eine Laufzeit, die proportional zuknzahl der
Ziffernvonaundb ist. Das ist ein wesentlicher Unterschied.

Zum Schluss berechnen wir noch von Hand den grof3ten geamérsTeiler vora = 1324 undb = 145.
Die erste Division mit Rest ergibt 13249- 145+ 19. Jetzt wirda auf den Wert 145 gesetzt ubchuf den
Wert 19.

Die zweite Division mit Rest ist 145 7-19+ 12. Die nachste Division mit Rest ergibt £91- 12+ 7, dann
folgen 12=7+5,7=5+2,5=2-2+1und 2= 2-1+ 0, woraus wir schlieRen kdnnen, dass der grofite
gemeinsame Teiler von 1324 und 145 die Zahl 1 ist. Man sagt daoh, die Zahlen singilerfremd
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Autor:

e Prof. Dr. Friedrich Eisenbrand

http://Is2-www.cs.uni-dortmund.de/"eisen/
Weitere Links:

e Applets zum langsamen und schnellen Euklidschen Algorithm

http://ls2-www.cs.uni-dortmund.de/algo-der-woche

Der Autor dankt Martin Dietzfelbinger fur hilfreiche Korrentare.
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