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14. Algorithmus der Woche
Gewinnstrategie fir ein Streichholzspiel

Autor
Jochen Kénemann, University of Waterloo

Ich bin gerade ein bisschen verargert und, zugegeben,e&tues verwirrt. Gestern Abend kommt mein
Bruder freudestrahlend auf mich zu - und das alleine istschal kein gutes Zeichen - um mir von einem
sehr interessanten neuen Intelligenztest zu erzahlen. Naturlich erwateniach dieser Ankiindigung nichts
Gutes. Aber irgendwie bin auch ein bisschen neugierig, vas & mir da berichten will. “Dann lass mal
horen!

“Primal*, sagt er und kramt in seiner Hosentasche, nur unuBe&n spater eine kleine Streichholzschach-
tel hervorzuzaubern, die er umgehend vor mir entleertt leten 18 Streichhdzer zwischen mir und ihm

auf dem Tisch. Die Spielregeln sind nun denkbar einfachedge Spieler nimmt 1, 2 oder 3 der auf dem

Tisch liegenden Streichholzer vom Tisch, danach nimmtzdezite Spieler entweder 1, 2 oder 3 der ver-
bleibenden Holzer usw. Verloren hat der Spieler, der dasdé&treichholz vom Tisch nimmt.

“Verstanden?", fragt er mich. Er muss auch wirklich immendgol3en Bruder raushangen lassen. “Na
klar! Ist ja nun auch wirklich kein sehr kompliziertes Spidtr grinst und sagt: “Na schon. Dann kann’s
ja los gehen und ich fang’ auch gleich mal an. Bin ja schldf3tler altere von uns beiden.” Mit diesen
Worten nimmt er ein Streichholz vom Tisch; es verbleibenisamHolzer.

Klasse, also verlieren kann ich in diesem Zug schon mal nitghtn egal ob ich 1, 2 oder 3 Streichholzer
wegnehme, es verbleiben auf jeden Fall mindestens 14 aufigain. Also schnappe ich mir 2 der Holzer
und mein Bruder ist am Zug mit 15 verbleibenden Streiché@izDer grinstimmer noch (warum nur?) und
lasst 2 weitere Holzer verschwinden, womit 13 auf demTigerbleiben. Die linke Spalte der folgenden
Tabelle zeigt die augenblickliche Spielsituation. DiehtecSpalte enthalt die darauf folgenden Spielzuige.
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Spielsituation Spielzug
(13) Ich nehme 3 Holzer.
(10) Mein Bruder nimmt 1 Holz.
(9) Ich nehme 2 Holzer.
(7 Mein Bruder nimmt 2 Holzer,
(5) Ich nehme 1 Holz.
4) Mein Bruder nimmt 3 Holzer,

Nach dem letzten Zug meines Bruders verbleibt ein Streiehdngf dem Tisch, was ich nach der Spielre-
geln nehmen muss. Somit habe ich verloren! “Das war naturur Glick!, sage ich und fordere eine
Revanche. Auch das nachste Spiel und die 2 danach geheniaannBruder und so langsam stellt sich
Frustration bei mir ein. Mein Bruder scheint mir in diesemeSmvirklich Uberlegen zu sein. Aber wie
macht er das?

Lernen anhand kleiner Beispiele

Um das Spiel ein wenig besser zu verstehen, sehe ich mir mabeir kleine Beispiele an. Ich weil3, dass
ich verloren habe, wenn ich am Zug bin und nur noch ein Holzdauf Tisch liegt. Aber was soll ich ma-
chen, wenn statt einem Holz, zwei vor mir liegen? Na ja, irs€lie Fall nehme ich eins der beiden Holzer
und dann ist mein Bruder dran, der das letzte Holz nehmen mmdssomit verliert! Das heif3t, dass ich in
dem Streichholzspiel meines Bruders eine Gewinnstratesie, wenn zu irgendeiner Zeit 2 Streichholzer
auf dem Tisch liegen und ich am Zug bin. Jetzt ist es nicht schsich zu Giberlegen, dass ich auch eine
Gewinnstrategie habe, wenn 3 oder 4 Holzer auf dem Tisch liegen und ich am Ziiglim ersten Fall
nehme ich 2 und im zweiten Fall 3 Hdlzer vom Tisch und Utssgameinem Bruder ein einziges Holz.

Halten wir unsere bisher gewonnen Erkenntnisse fest: wesen jetzt also, dass, wenn einer der beiden
Spieler des Streichholzspiels 2, 3 oder 4 Holzer vor siepdin hat und am Zug ist, der Spieler durch ge-
schicktes Handeln das Spiel fur sich entscheiden kann.

Die Tabelle unten hat eine Spalte fur jede der bisher amatgs Spielsituationen. Der Eintrag in der unte-
ren Zeile von Spalte(den wir mit GS[] bezeichnen) zeigt an, ob der sich am Zug befindende Spieler e
Gewinnstrategie hat, wenrStreichhodlzer auf dem Tisch liegen.

i 1 21 3|4
GSJ[i] || Nein | Ja| Ja| Ja
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Soweit so gut, aber was ist, wenn 5 Holzer auf dem Tisch tigdeie Antwort auf diese Frage erscheint

nicht mehr ganz so einfach, interessiert mich aber sehriegadie vorletzte Spielsituation im ersten Spiel

gegen meinen Bruder war. Die Spielregeln zwingen mich isali&ituation mindestens ein und hdchs-
tens 3 Streichhdlzer vom Tisch zu nehmen. D.h., mein Brhdenach meinem Zug entweder 2, 3 oder 4
Streichhdlzer vor sich. In jeder dieser 3 Situationen heitrBruder eine Gewinnstrategie, wie ich von mei-

nen vorherigen Argumenten weil3! Ich kann also aus diesega&ngssituation nicht gewinnen, wenn mein

Bruder sich clever verhalt. Allgemeiner kann der sich ang Bafindende Spieler aus einer Anfangssitua-
tion mit 5 Streichholzern nicht gewinnen, wenn der Gegaispgeschickt spielt und somit GS[5]=Nein.

Wenn sich 6 Streichholzer auf dem Tisch befinden, dann katmantweder 1, 2 oder 3 Streichhdlzer vom
Tisch nehmen und meinem Bruder 3, 4 oder 5 Holzer zurisklasAus der obigen Tabelle weif3 ich, dass
mein Bruder aus einer Ausgangssituation mit 3 oder 4 Halearen Gewinn erzwingen kann. Wenn ich
ihm allerdings 5 Streichholzer zuriicklasse, dann hateimek Gewinnstrategie (GS[5]=Nein) und somit
kann er nicht gewinnen, wenn ich mich nach seinem Spielzsgtgekt verhalte. Das heil3t, dass ich eine
Gewinnstrategie habe, wenn ich am Zug bin und 6 Streiclen®ar mir liegen: ich nehme ein Holz vom
Tisch! Somit haben wir GS[6]=Ja.

Ein Algorithmus zur Berechnung einer Gewinnstrategie

Die obigen Berechnungen kann ich jetzt problemlos forith Nehmen wir beispielsweise an, ich hatte
fur alle Ausgangssituationen miie {1,...,14} Streichhdlzern bereits bestimmt, ob der sich am Zug be-
findende Spieler aus dieser Lage einen Sieg erzwingen kaann\Wun 15 Hblzer vor mir liegen, kann
ich entweder 1, 2 oder 3 von diesen vom Tisch entfernen undt 9@n13 oder 14 Holzer zuriicklassen.
Wenn mein Bruder in all diesen Situationen eine Gewinnsfjiathat (GS[12]=GS[13]=GS[14]=Ja) und
sich clever verhalt, dann habe ich verloren und somit G5{48in. Andererseits, wenn mein Bruder in
mindestens einer dieser Situationen keine Gewinnstetegi dann kann ich durch geschicktes Verhalten
einen Sieg herbeifiihren (GS[15]=Ja).

Es ergibt sich der folgende Algorithmus zur Berechnung v&iilgbis GSK]:
1 function GEWINNSTRATEGIE(X) (Figur F)
2 GSJ[1]:=Nein, GS[2]:= Ja, GS[3]:=Ja
3 ii=3
4 while i<X do
5 ir=i+1
6 if GS[i-3]=GS[i-2]=GS[i-1]=Jahen
7 GSJi]:=Nein
8 else
9 GS[i]:=Ja

10 endif
11 endwhile
12 end

Der obige Algorithmus kann nun dazu verwendet werden, uml{z8f GS[18] zu berechnen. Das Er-
gebnis des Aufrufs GEWINNSTRATEGIE(18) ist in der folgend@belle zusammengefasst, wobei wir
Nein mit N und Ja mit J abkurzen:

i ||112|3|4|5|6|7|8|9]10|11|12(13|14|15|16| 17| 18
GSII [N|J|[JI|I|N|JI|I|I|N|JI|IJ|JI|NJI|I|JI|NJI
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Sehr schon! Jetzt weild ich, dass mein Bruder aus der Ssitiggomit 18 Holzern als Erstziehender eine
Gewinnstrategie hat. Aber was ist diese Strategie?

Sehen wir uns noch einmal das erste Spiel zwischen mir undemeBruder an: mein Bruder beginnt
das Spiel und es liegen 18 Streichhdlzer vor ihm. Aus degabiTabelle entnehmen wir, dass GS[18]=Ja
ist und somit hat mein Bruder eine Gewinnstrategie gegeh msic lange er alles richtig macht. Wie soll
nun sein erster Zug aussehen? Er hat die Wahl 1, 2 oder 3t8tédzer vom Tisch zu nehmen und mir
somit 15, 16 oder 17 Holzer zuriickzulassen. Was soll €? ftim weiterer Blick auf die obige Tabelle
verrat es uns: wenn ich am Zug bin und 15 Holzer vor mir liegkann habe ich eine Gewinnstrategie. Das
mochte mein Bruder naturlich vermeiden. Also wird er siabhl nicht dafur entscheiden, 3 Holzer vom
Tisch zu nehmen. Ganz ahnlich verhalt es sich, wenn erl2ddgom Tisch nimmt: mit 16 verbleibenden
Streichhdlzern habe ich laut Tabelle eine Gewinnstratdjie einzig verbleibende Wahl ist, ein Holz vom
Tisch zu entfernen. Und tatsachlich: aus der Ausgangggitumit 17 verbleibenden Holzern, verliere ich
laut Tabelle, wenn mein cleverer Bruder alles richtig macht

“Was habe ich noch gleich gemacht, nachdem mein Bruder 1 otz Tisch genommen hat?‘, Gberlege
ich. “Richtig! Ich habe mir 2 Holzer genommen und 15 Holzeruckgelassen.” Die Tabelle verrat, dass
mein Bruder aus dieser Lage gewinnen kann. Durch das Eetieton 1, 2 oder 3 Holzern kann er mir nun
12, 13 oder 14 Holzer zuruicklassen. Ein Blick auf die Tebeéigt, dass einzig und allein das Entfernen
von 2 Holzern eine Verlustsituation fir mich erzwingt.dJdas ist auch genau, was mein Bruder in seinem
nachsten Zug gemacht hat. “Von wegen Intelligenztestt Jetil3 ich, wie mein Bruder es angestellt hat,
immer gegen mich zu gewinnen.”

Als ich meinem Bruder von meinedberlegungen erzahle, verrat er mir, dass es nicht scheierzu
beweisen, dass G%]=Ja ist wenn der Rest voX geteilt durch 4 ungleich 1 ist. Mit anderen Worten
GS[X]=Nein, wenn der Rest voX durch 4 genau 1 ist. Wenn ich es also einmal in eine Gewiratsitu
geschafft habe, dann geht'’s total einfach weiter: mein @sgieler nimmty Holzer, ich nehme 44 so
dass als Summme 4 herauskommt. Diese handliche Formel siebkiit der obigen Tabelle und erklart
auch, warum mein Bruder keine Tabelle bzw. keinen Compuw@erayicht hat, um gegen mich zu gewinnen.

Erweiterungen und Hintergrundinformationen

Das vorgestellte Spiel lasst sich beinahe beliebig eemeitind verkomplizieren. Eine Variante, die als
Nim bekannt ist, funktioniert wie folgt: anstatt einer Reihegien mehrere Reihen von Streichholzern auf
dem Tisch. Wieder spielen 2 Spieler, die sich abwechselns@d am Zug befindende Spieler wahlt zu-
erst eine der Reihen mit verbleibenden Holzern aus undrenthihr mindestens ein und beliebig viele
Streichhdlzer. Wie zuvor verliert der Spieler, der dastieStreichholz vom Tisch nimmt. Dieses Spiel kann
in ganz ahnlicher Weise analysiert werden und auch fisedi&piel existiert eine geschlossene Formel, die
die Gewinnstrategie beschreibt.

Das Spiel Nim ist sehr alt und stammt wahrscheinlich aus £fés ahnelt dem dort existierenden Spiel
Tsyanshidz). In Europa ist das Spiel wohl zuerst im 16. Jahrhundertetafgcht. Seinen Nameyim er-
hielt das Spiel von Charles Bouton, der im Jahr 1901 auchstzdér vollstandige Analyse dieses Spiels
veroffentlichte.

Unser Algorithmus zur Berechnung von G3ist ein einfaches Beispiel fur eine Verfahren, das man als
dynamische Programmierung bezeichnet. Dieses Verfahren wurde in den 1940er JahremeonAme-
rikaner Richard Bellman entwickelt und ermoglicht daséid von Optimierungsproblemen, die sich in
gleichartige Teilprobleme zerlegen lassen. In unserepic®inolzspiel lasst sich beispielsweise die Frage,
ob ein Spieler aus einer AusgangssituationXh&treichhdlzern eine Gewinnstrategie hat, auf die Antwort
auf diese Frage aus einer AusgangslageX¥t, X-2 undX-1 Streichholzern zuriickfuhren.
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Weitere Links:

e Ein Artikel zu einer Variante des Nim Spiels, in der derjenigpieler gewinnt, der
den Tisch leer raumt.
http://de.wikipedia.org/wiki/Nim-Spiel

e Dynamische Programmierung in der Wikipedia.
http://de.wikipedia.org/wiki/Dynamische_Programmierung

e Ein Java Applet fur das Streichholzspiel.

http://www.friedenskirche-breloh.de/spiele/nimm/nim.html
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