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12. Algorithmus der Woche
Paralleles Sortieren
Parallel geht schnell

Autor
Rolf Wanka, FAU Erlangen-Nurnberg

Seit es Hardware gibt, Uberlegt man sich, spezielle @a@bauen, die ganz besonders schnell die bereits
mehrfach im Rahmen des Algorithmus der Woche (ganz bessimd&}. Algorithmus der Woche: Schnelle
Sortieralgorithmen) angesprochene Sortieraufgabalkgenen.

(c) Heinz Nixdorf MuseumsForum, Paderborn

Schon als Herman Hollerith um 1890 seine beriihmte Hdtléviaschine zur Auswertung der amerika-
nischen Volkszahlung baute, hatte er ein zusatzlicheatGem Sortieren der Lochkarten konstruiert. In
der obigen Abbildung ist eine solche Hollerith-Maschine@mginal zu sehen. Das rechte, etwas kleinere
Gerat ist dabei die Lochkarten-Sortiereinheit. Im Zé#tiatler Elektronik im Miniaturformat muss ein sol-
cher Sortierer naturlich sehr viel kleiner ausfallen atdlétiths Gerat.

Wir werden im Folgenden eine Konstruktionsvorschriftéimen Hardware-Sortierer angeben. Dieser Sor-
tierer bekommt gleichzeitig auf Leitungen eine beliebig wirre Folge anZahlen, die er sortieren soll.
Dieser Sortierer soll nur aus ganz bestimmten Bausteinggmzmengesetzt werden, éiemparatoren ge-
nannt werden. Ein solcher Komparator hat zwei Einggelgjeund €[2] und zwei Ausgangg[1] undx[2].
Zwei beliebige natirliche Zahlea und b kommen nun Uber die Eingangsleitungen in den Komparator
hinein. Als Ausgabe wird Uiber die Ausgangsleitung) die kleinere der beiden Zahlen zuriickgegeben,
alsox[1] = min{a, b}, und libex|2] die grolRere der beiden, alzf®] = max{a,b}. Die folgende Abbildung
zeigt zwei Moglichkeiten, einen solchen Komparator zekeen. Wir werden die rechte, kompaktere Dar-
stellung nutzen. Um das elektronische Innenleben einespidoators wollen wir uns hier auch gar nicht
kimmern.

e[1] x[1] efl] o x[1]

Komparator
e[2] x[2] el2] L x[2]

Paralleles Sortieren Seite 1 von 6 Rolf Wanka, FAU Erlangen-Nurnberg



12. Algorithmus der Woche — Informatikjahr 2006 http://mvinformatikjahr.de/algorithmus/

Die Eingabea = 7 undb = 4 wird also von einem Komparator wie folgt weitergeleitet:

Komparator
b=4 7 b=4 7

Haben wir nur einen einzigen Komparator zur Verfigung,&orten wir ihn einsetzen, um mit ihm in den
bereits vorgestellten Verfahren wie Mergesort und Quidkdie dort benutzten bedingten Vertauschungen
durchzufiihren. Da wir aber nur einen Komparator habensreusacheinander, d.h. sequentiell die not-
wendigen bedingten Vertauschungen abarbeiten.

Wir wollen nun mit vielen Exemplaren dieses Bausteins ette8ung konstruieren, die Zahlenfolgen der
Langen schneller als die sequentiellen Verfahren sortiert.

Mit einem Beispiel wollen wir beginnen. Schau Dir das obigiel Bn. Die Eingabe kommt von links und
lauft nach rechts durch die Schaltung durch. Statt Schgléagt man auch gerne Netzwerk. Eine einfache
Uberlegung zeigt, dass dieses Netzwerk aus 6 Komparatedengahlenfolge der Lange 4 zu sortieren
vermag: Egal, auf welcher Leitung wir links die kleinste Faimgeben, sie verlasst immer auf der obersten
Leitung rechts das Netzwerk. Fur die grof3te Zahl gilt préshend, dass sie unabhangig davon, wo sie
das Netzwerk betritt, auf der untersten Leitung das Netzwerlasst. Und wie wir auch sehen, wird zum
Schluss durch den letzten Komparator gerade dafir gestagsx[2] < x[3] ist. Wir erkennen also, dass
dieses Netzwerk jede Eingabefolge sortiert. Darum wirdues &ortiernetzwerk genannt.

Am Beispiel sieht das so aus:

Eine weitere interessante Beobachtung konnen wir deihBeitg auch noch entnehmen: Alle untereinan-
der stehenden Komparatoren kbnnen gleichzeitig aubgafierden. Es vergehen also nur 4 Zeiteinheiten,
bis die Eingabe sortiert vom Netzwerk ausgegeben wirdt &tatZeiteinheiten spricht man auch von par-
allelen Schritten.
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Konnen wir nun die bereits vorgestellten, schnellen satigiken (nicht parallelen) Verfahren wie z.B.
Quicksort und Mergesort, die als Grundoperation ja auchFdigktionsweise des Komparators benutzen,
durch Netzwerke aus Komparatoren realisieren? Leiderastrdcht direkt moglich, da man bei ihnen
zu Beginn nie weil3, auf welchen Indexpositionen irgendwspiter ein Komparator angewandt werden
muss. Denn das hangt bei den schnellen sequentielleriverfaon der Eingabe, oder genauer, davon, wie
fruhere Vergleiche ausgegangen sind, ab! Bei einem KoatpaNetzwerk kann das nicht der Fall sein,
hier haben wir uns schon vor dem Start festgelegt, zwischechen Leitungen Komparatoren sind.

Deswegen hat Kenneth Batcher, ein Wissenschaftler aus 868, 1868 ein spezielles Netzwerk konstru-
iert, das in wenigen, namlicgr log, n-(log, n+ 1) parallelen Schritten jede Eingabe sortieren kann. Das
heit, zum Sortieren vor’2 = 1048576 Zahlen benétigt dieses Netzwerk éuQO- 21 =210 parallele
Schritte. Der Ansatz zu diesem Netzwerk folgt dem im 3. Aidponus der Woche beschriebenen Vorgehen
desdivide and conquer, also des Teilens und Herrschens.

Wir wollen also num Zahlen sortieren. Dazu konstruieren wir das Sortiernetz\gg Weil wir mit der
Teile-und-Herrsche-Methode die Anzahl der Zahlen immeder in zwei gleichgrol3e Teile zerlegen wer-
den, wahlen wir der Einfachheit halber= 2, da wir dann immer wieder ohne Rest durch 2 dividieren
kdnnen. Angenommen, wir wiissten schon, wie wir halb steyigso} = 2¢-1 Zahlen mit Hilfe eines
NetzwerksS% sortieren kdnnten. Dann sortieren wir mit zwei Kopien \#ngleichzeitig erst einmal die
obere und die untere Halfte der Eingabe. Dies ist der Taileritt des Teilens und Herrschens.

Jetzt bleibt als Herrsche-Schritt wie im 3. Algorithmus déoche die Aufgabe des Mischens zu l6sen,
d.h. nun miussen wir ein Netzwerk aus Komparatoren angetss)aus zwei sortierten Zahlenfolgen
a[1],...,a[5] undb[1],...,b[5] eine sortierte Gesamtfolge macht. Dazu hat Kenneth Batidgem der fol-
genden Abbildung dargestellte Komparator-Netzwerk etéum das er deBitonen Mischer nannte. Warum
es so heif3t, werden wir gleich noch sehen.

a1l
a[2]

aln2]
b[1]
B[2]

Es beginnt immer mit dem gelb unterlegten Schritt (linkeséiBck") (das ist wirklich nur ein einziger
Schritt, die Komparatoren sind nur nebeneinander gezeicltum sie besser erkennen zu kénnen) und
fuhrt danach die violett unterlegten Schritte (rechtetiiRa“) aus. Das Muster dieser beiden Schrittarten
ist fur uns hier und heute klar und braucht nicht mehr exéschrieben zu werden.
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Dass dieses Netzwerk die beiden sortierten Folgendb in eine sortierte Gesamtfolge verwandelt, ist
bei weitem nicht offensichtlich. Um das zu beweisen, nutzéreine tolle Eigenschaft der Komparator-
Netzwerke, das so@-1-Prinzp:

Sortiert das Komparator-Netzwerk jede Folge der Lamge
die nur aus 0-en und 1-en besteht,
so sortiert es auch jede beliebige Zahlenfolge der Lamge

Auf einen genauen Beweis wollen wir hier verzichten, aberldee ist zum Glick ganz einfach. Werden
namlich zwei beliebige Zahlen in ihrer Binardarstell(imklusive moglicher fihrender Nullen, damit sie
beide gleich lang sind) dargestellt, also z.B-141110), und 13= (1101),, dann erkennen wir, dass sich
die Entscheidung, welches die grolRere der beiden Zahieaugdie Frage reduziert, an welcher Stelle
sie sich, von links schauend, zuerst unterscheiden. Inpigtimit 14 und 13 ist diese Stelle rot und fett
markiert. Was davor kommt, ist bei beiden gleich und kdnvdggelassen werden, was danach kommt, ist
unerheblich fur die Beantwortung der Frage, und so ist muFdage nach 0 und 1 ibrig geblieben.

Ab jetzt betrachten wir also erst einmal nur noch 0-1-Folddm sind wir soweit, dass wir zeigen kdnnen,
dass der Bitone Mischer aus den sortierten 0-1-Fodg@mdb eine sortierte Gesamtfolge macht. Und hier
kommt nun der Begriff biton ins Spiel. Bitone Folgen entstehindem eine monoton steigende 0-1-Folge
X (das ist eine Folge, bei der die einzelnen Zahlen von linkchmachts groRer werden oder gleich blei-
ben, aber niemals kleiner werden) und eine monoton fall@tld-olgey (das ist eine Folge, bei der die
einzelnen Zahlen von links nach rechts kleiner werden otigclybleiben, aber niemals grofRer werden)
beliebig herum aneinander geklebt werden, ayhund yx sind biton. Und daher kommt dann auch der
Name: Zweimal (bi) monoton (ton).

Klingt kompliziert? Ist es aber nicht, wenn Du Dir ein paaridggele ansiehst: 001110001100011
000011111000und 11111111 sind alles bitone Folgen. Sicherdiride die notwendigen Folgenund
y, oder? Es gibt jedesmal ganz viele.

Was macht nun der gelbe Schritt, also der erste Schritt dea@&i Mischers? Drehen wir die Folgein-
fach mal um und schreibenundb untereinander. Dann entsteht zum Beispiel das folgendk Bil

afl] .. a2 | [oo00o0ld 11 0011111

b2l .. B[] 11100000 1111jpo 00

¢ Gelber Schritt ¢

00ODDODDD 0D(11D0D0 DO

11100111 11111111

Auf untereinander stehende Zahlen werden die Komparatbesrgelben Schrittes angewandt, d.h. die
kleinere der beiden Zahlen wird nachher oben, die grof3genwstehen. Die beiden farbigen Teile zeigen
zwei Beispiele. Nach Anwendung des gelben Schrittes istamgine ganze Halfte, und zwar die richtige,

voller 0-en bzw. voller 1-en, und die andere Halfte ist bitDiese Halfte ist jetzt die Eingabe der violetten

Schritte. Schneide einmal eine bitone 0-1-Folge in dereMitirch und schreibe die Halften untereinander.
Es entsteht das gleiche Bild wie gerade, und wieder werdiumaereinander stehende Zahlen die Kompa-
ratoren des nachsten Schrittes angewandt. Versuche dalethst ein paar Beispiele. Zum Schluss, nach
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dem letzten violetten Schritt, muss die ganze 0-1-Folgealeh sortiert sein.

So, und nun kdnnen wir uns Uberlegen, \Bizeaussieht. Auclsn endet mit einem Bitonen Mischer, dies-
mal nur fir3 viele Eingangsleitungen. Gespeist wird dieser Bitone ktisawon zwei Kopien von$‘,r;. Das
wiederholt sich, bis der die einspeisenden Sortierer nohraavei Zahlen zu sortieren haben, wofiir wir
dann einfach einen Komparator nehmen. Insgesamt bekomimatsa z.B. das nachfolgend dargestellte
Gesamtnetzwerg; s, das jede 0-1-Folge der Lange 16 und damit, wegen des 0az{p5, auch jede Folge
aus 16 Zahlenin 10 parallelen Schritten sortiert! Dabger blau unterlegte Kasten ein Bitoner Mischer.
Das gesamte Netzwerk heil3t daBitoner Sortierer.

Hier ist noch ein kleines Beispiel, in dem 16 Zahlen &g sortiert werden.
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Fur die Laufzeit bekommen wir allgemeintd2+ ...+ (k— 1) + k= % -k- (k+1) = 1 -log, n- (log, n+1)
parallele Schritte. Das ist proportional zu (og) - (log, n) vielen parallelen Schritten. Vergleiche das
einmal mit der Laufzeit des sequentiellen Mergesort, dapprtional zun log, n ist. Den Faktor vom
haben wir hier durch den Faktor lpg ersetzen kdnnen! Fur das Beispiel mit 220 wird also der Faktor
1048576 durch den Faktor 20 ersetzt. Je grif3elesto groRer ist also der Laufzeitgewinn durch unser
Sortiernetzwerk.
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