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Multiplizieren haben wir alle schon in der Grundschule gaidJm zwei ganze Zahlesmundb miteinander
zu multiplizieren, multipliziert mara mit jeder Ziffer vonb und arrangiert diese Teilprodukte in einem
Stufenschema. Dann addiert man die Teilprodukte spaltsewe

5678-4321
22712
17034

5678
24534638

Wir nennen diese Methode diehulmethode der Multiplikation. Wenn die Zahlem undb lang sind, also
aus vielen Ziffern bestehen, dann ist diese Methode zuaudig. Wir wollen nachfolgend untersuchen:

1. Was genau heil3t higaufwandig“?

2. Wie kdnnen wir mit weniger Aufwand multiplizieren?
Das ist aus zweierlei Griinden interessant:

1. Praxis: Schnelles Rechnen mit langen Zahlen braucht man in vielemeAiddungsgebieten der In-
formatik, zum Beispiel beim Verschliisseln von Nachrichi@d bei der zuverlassigen Losung geo-
metrischer und rechnerischer Probleme.

2. Theorie: Die Schulmethode der Multiplikation erscheint uns so \artrund natirlich, dass jede
wesentliche Verbesserung — und wir werden eine solche ketemeen — eine bemerkenswerte
Uberraschung ist.

Aber was heil3t nun, die Schulmethogst aufwandig“? Informatiker messen Rechenaufwand nicht
Sekunden (denn nachstes Jahr wird es schon wieder salen€benputer zu kaufen geben), sondern in
der Anzahl derGrundoperationen, die eine Methode ausfuhrt. Eine Grundoperation ist etwes ein
Computer oder ein Mensch in einem einzelnen gedanklichbritBtun kann. Die Grundoperationen, die
wir hier brauchen, sind Rechnungen mit den Ziffern 0,1,8,9, aus denen die Zahlen zusammengesetzt
sind:

1. Multiplikation von zwei Ziffern: Wir kennen das kleine Einmaleins, also kdnnen wir zu zwéi Zi
fernx undy, die man uns gibt, in einem Schritt die zwei Ziffarundv ihres Produktes bestimmen:
X-y=10-u+w.

Beispiel: Fur die Ziffernx = 3 undy = 7 wissen wirx-y=3-7=21=10-2+ 1, also haben wir die
Ergebniszifferru = 2 undv = 1. Firx = 3 undy = 2 haben winu = 0 undv = 6.

2. Addition von drei Ziffern: Wir kdnnen zu drei Zifferr,y,z in einem Schritt die zwei Ziffern ihrer
Summe ausgeberi+y+z=10-u+v.
(Wir sehen gleich, warum wir hier drei statt zwei Ziffern leambwollen.)

Beispiel: Furx =3,y =5 undz= 4 haben wiu =1 undv=2, weil 3+5+4=12=10-1+2.

Wieviele Grundoperationen braucht nun die Schulmethod®&ldétiplikation? Bevor wir das beantworten
kdnnen, miissen wir erst einmal Giber die Addition von za#agilen reden, denn die brauchen wir ja auch
furs Multiplizieren.

Multiplikation langer Zahlen Seite lvon 7 Arno Eigenwilligurt Mehlhorn



16. Algorithmus der Woche — Informatikjahr 2006 http://mvinformatikjahr.de/algorithmus/

Die Addition langer Zahlen

Wie aufwandig ist es, zwei Zahlenundb zu addieren? Das hangt nattrlich von ihrer Lange ab. satre

a undb bestehen beide aumsziffern. (Wenn eine von beiden kirzer ist, fugen wir ettiaszorne Nullen
an, dann stimmt’s wieder.) Um sie zu addieren, schreibersigiuntereinander und addieren von rechts
nach links die Ziffern in jeder Spalte mit der oben eingetéh Ziffern-Addition. Vom Ergebnis 1Qu+v
schreiben wir die Ziffew als Ergebnisziffer hin; die Ziffen schreiben wir als dritte Zifferl{bertrag) bei
der nachsten Spalte dazu. Hier ist ein Beispiel mit viefeZif, also fum = 4:

6917
4269

11186

So gehen wir von rechts nach links atiSpalten durch. Den letztdibertrag schreiben wir ohne weitere
Rechnung als linkeste Ziffer des Ergebnisses hin. Insgekaben wir danm Grundoperationen durch-
gefiihrt, namlich eine Ziffern-Addition fur jede Spalte

Die Multiplikation einer Zahl mit einer Ziffer

Erinnern wir uns wieder an die Schulmethode der Multipiiat Die einzelnen Teilprodukte (Zeilen), die
bei ihr auftreten, entstehen durch Multiplikation einerdan Zahk (namlich dem linken Faktor) mit einer
einzelnen Ziffery (die kommt aus dem rechten Faktor). Diese Multiplikati@@hl mal Ziffer* schauen
wir uns jetzt genauer an. Dazu schreiben wir ihre Zwischggtanisse etwas ausfiihrlicher hin als sonst:
Wir gehen von rechts nach links die Ziffern vamurch. Jede Ziffex von a multiplizieren wir mity. Das
Ergebnis 10u+ v schreiben wir in eine neue Zeile, und zwar so, deissderselben Spalte wiesteht und

u links daneben. AnschlieRend addieren wir alle diese zeléggtn Zwischenergebnisse. Das liefert uns
das Teilprodukt, was wir gewodhnlich direkt in eine einzekeile schreiben. Fir das erste Teilprodukt aus
unserem Anfangsbeispiel sieht das so aus:

56784
32
28
24
20

22712

Wieviele Grundoperationen haben wir durchgefiihrt? Edejdem Ziffern von a haben wir eine Ziffern-
Multiplikation durchgefiihrt. (Im obigen Beispiel: vieriflern-Multiplikationen fiir die vier Ziffern der
Zahl 5678.) AnschlieBend mussten wimnr- 1 Spalten die Zwischenergebnisse addieren. In der reehtest
Spalte steht nur eine einzelne Ziffer, da miissen wir niddhnen. Aber in den anderarBpalten stehen
zwei Ziffern und eventuell eitbertrag aus der vorigen Spalte, so dass wir pro Spalte &inelee Ziffern-
Addition brauchen. Das machtZiffern-Additionen. Zusammen mit den Ziffern-Multiplikian sind das
2-n Grundoperationen fur die MultiplikatiofZzahl mal Ziffer".

Die Schulmethode der Multiplikation: Analyse

Jetzt untersuchen wir die Anzahl der Grundoperationendidi&chulmethode der Multiplikation fur zwei
lange Zahlem undb bendtigt, die beide ausZiffern bestehen. (Wenn eine kiirzer ist, schreiben wifeein
so lange Nullen davor, bis sie genau so lang wie die andeye ist
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Fur jede ziffery vonb missen wir ein Teilproduld - y ausrechnen. Das ist eine Multiplikatighahl mal
Ziffer", bendtigt also 2 n Grundoperationen, wie wir uns oben tiberlegt haben. Wgisgesamn Ziffern
hat, miissen win - (2-n) = 2-n? Grundoperationen durchfithren, um alle Teilprodukte zagmen.

5678-4321
22712
17034

5678
24534638

Als nachstes miissen wir die Teilprodukte so zusammeezahie sie schrag untereinanderstehen. Um uns
die Rechnung zu vereinfachen, denken wir uns an den leeedlerSNullen hingeschrieben; dann haben
wir einfachn Zahlen, die gerade untereinander stehen, und die wir alleessh miissen. Dazu verwenden
wir mehrmals die oben beschriebene Methode zur Additiogda@ahlen: Erst addieren wir die erste Zeile
zur zweiten Zeile, zu dieser Zwischensumme addieren widdit Zeile, und so weiter, bis wir schlief3lich
allen Teilprodukte (Zeilen) addiert haben. Dazu brauchemwairl Additionen langer Zahlen. (Im Beispiel
ist n = 4, und wir brauchen drei Additionen zum Zusammenzahlenvidar Teilprodukte, namlich die
folgenden22712006+ 1703400= 24415400, 24415400 = 24528960 und 245289605678=
24534638.)

Aber wieviele Grundoperationen sind das? Um das sagen zoeki) missen wir die Lange aller Zwi-
schensummen kennen, die wahrend dieser Kette von Additianftreten. Dafiir denken wir ein bisschen
um die Ecke: Das Endergebrasb unserer Rechnung kann hochstens Ziffern haben. (Man iberlege
sich, warum!) Wahrend wir Zeile um Zeile addieren, werdén Zahlen immer nur gro3er, nie wieder
kleiner. Deswegen kdnnen auch alle Zwischenergebnisseine Lange von hochstens 2 Ziffern ha-
ben. Nach der obigen Untersuchung tiber die Addition hei8t dede einzelne Addition von Teilprodukten
braucht hochstens-2 Grundoperationen. Fir unseme- 1 Additionen dieser Zahlen brauchen wir also
hochstengn — 1) - (2-n) = 2-n? — 2. n Grundoperationen. Zusammen mit dem?2 Grundoperationen
fur das Ausrechnen der Teilprodukte sind das also insgesachstens 4n? — 2- n Grundoperationen, um
mit der Schulmethode zwei Zahlen aus jeweilZiffern miteinander zu multiplizieren; darunter sind
Ziffern-Multiplikationen.

Was bedeutet das konkret? Wenn wir mit wirklich langen Zahéchnen wollen, sagen wir: mit 100.000
Ziffern, dann brauchen wir fast 40 Milliarden Grundopewagn fir eine einzige Multiplikation, darunter
10 Milliarden Ziffern-Multiplikationen. Fir jede einze¢ Ausgabeziffer eines solchen Produkts brauchen
wir im Mittel ca. 200.000 Rechenoperationen. Das ist eipmdichtlich sehr ungiinstiges Verhaltnis, und es
wird noch schlechter, wenn die Zahlen langer werden: Beillidv Ziffern brauchen wir fast 4 Billionen
Grundoperationen (davon eine Billion Ziffern-Multiplitanen), das sind sind im Mittel ca. 2 Millionen
Grundoperationen fiir eine einzelne Ergebnisziffer.

Die Methode von Karazuba

Jetzt besprechen wir eine Methode, die mit wesentlich vesr@gundoperationen zwei Zahlen ausiffern
multiplizieren kann. Sie ist nach dem russischen Mathdmatnatolij Alexejewitsch Karazuba (engl.:
Karatsuba) benannt, von dem ihre zentrale Idee stamnuffeetlicht 1962 mit Yu. Ofman). Wir beschrei-
ben diese Methode zunachst fiir Zahlen mit ein, zwei odarZiffern, dann fir Zahlen jeder Lange.

Der einfachste Fall ist die Multiplikation zweier einstgir Zahlen(n = 1); beispielsweise 84 = 32.
Dazu braucht man nur eine Grundoperation, namlich eineetie Ziffern-Multiplikation, die direkt das
Ergebnis liefert.

Der nachste Fall, den wir uns ansehen wollen, ist derri=all, also die Multiplikation von zweistelligen
Zahlena undb. Wir schreiben sie zerlegt in ihre Ziffern hin:
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a=p-10+qundb=r-10+s
Ist beispielsweisa = 78 undb = 21, so lautet die Zerlegung in Ziffern
p=7 undq= 8 sowier =2 unds= 1.

Jetzt Uberlegen wir uns, wie das Prodakb in Ziffern ausgedriickt aussieht:

a-b = (p-10+q)-(r-10+s)
(p-r)-100+ (p-s+q-r)-10+q-s.

Fur das obige Beispiea(= 78 undb = 21) ist das
78-21=(7-2)-100+(7-1+8-2)-10+8-1=1638.

So wie es dasteht, sieht man direkt, dass man das Produkiveestelligen Zahlera und b ausrechnen
kann, indem manwier Multiplikationen einstelliger Zahlen durchfuhrt und diegebnisse (gegeneinander
verschoben) addiert. Das ist genau das, was die SchulmeettevdMultiplikation auch macht. Karazuba
verdanken wir die Entdeckung, dass aber auch schon dreigiikédttionen einstelliger Zahlen ausreichen,
mit denen man die folgenden Werte berechnet:

= p'ra
= (9=p)-(s—1),
= q.s

<

Beim Berechnen vor muss man etwas genauer hinschauen, weil dabei Subtraktimmezwei Ziffern
auftreten. Wir brauchen also Ziffern-Subtraktion als ewedtere Grundoperation, die wir hier zweimal
anwenden mussen. lhre Ergebnigge- p) und (s—r) haben zwar nur eine Ziffer, aber moglicherweise
ein negatives Vorzeichen. Wenn man sie multipliziert,wnu erhalten, muss man zunachst fiir die beiden
Ziffern eine Ziffern-Multiplikation durchfithren und damach den tblichen Regelmiinus mal minus ist
plus* usw.) das Vorzeichen bestimmen.

Aber warum hilft das alles nun beim Multiplizieren? Weil deinde Gleichung gilt:
u+w—v=p-r+q-s—(q—p)-(s—r)=p-s+q-r

Der Karazuba-Trick besteht nun darin, mit Hilfe dieser @&eing das Produki- b folgendermalRen aus-
zudricken:

a-b=u-1024 (u+w—v)-10+w.

Rechnen wir das einmal fur unser Beispaet 78 undb = 21 durch. Es ist

v = (8-7)-(1-2) = -1,
8-1 = 8.
Damit finden wir
78-21 = 14-100+(14+8-—(-1))-10+8
= 1400+ 230+8
= 1638

Jetzt haben wir nur noch drei statt vier Ziffern-Multiplti@nen benutzt; hinzu kommen mehrere Additio-
nen und Subtraktionen fur das Zusammensetzen der Tdileigse.
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Die Methode von Karazuba fir vierstellige Zahlen

Nach dem Falh = 2 wenden wir uns jetzt dem Fall= 4 zu, also der Multiplikation von zwei vierstelligen
Zahlena undb. Genau wie oben kdnnen wir sie in je zwei Halfigandg bzw.r undsteilen; diese Halften
vierstelliger Zahlen sind jetzt aber keine Ziffern mehndern zweistellige Zahlen:

a=p-10+qundb=r-10°+s.

Aus diesen vier Halften berechnen wir mit der Karazubathdlikation zweistelliger Zahlen wieder die
drei Hilfsprodukte

= p-,
(@=p)-(s=r),
= (-S

<

und ganz genau wie vorher erhalten wir das Produktavandb als

a-b=u-10"+ (u+w—v)-10°+w.

Beispiel: Nehmen wir uns noch einmal die Aufgabheb fir a = 5678 undb = 4321 vor. Zuerst spalten
wir a undb in die Halftenp = 56 undq = 78 sowier = 43 unds = 21. Dann berechnen wir mit Hilfe der
Karazuba-Methode fur zweistellige Zahlen die Hilfsprkigu

= 56-43 = 2408
v = (78-56)-(21-43) = -484
= 7821 = 1638
Damit ergibt sich
56784321 = 2408 10000+ (2408+ 1638— (—484))-100+ 1638
= 24080000+ 453000+ 1638
= 24534638

Fur diese Rechnung haben wir drei Hilfsprodukte zweiggetlZahlen bilden missen, und wir haben uns
ja gerade im vorigen Abschnitt Uberlegt, wie das mit derd¢aba-Methode geht. Fir jedes Hilfsprodukt
braucht man drei Ziffern-Multiplikationen. Insgesamtibchen wir also 33 = 9 Ziffern-Multiplikationen
und mehrere Additionen und Subtraktionen, um zwei vidigelZahlen nach der Karazuba-Methode
zu multiplizieren. Mit der Schulmethode hatten wir 16 Eiffi-Multiplikationen und mehrere Additionen
benotigt.

Die Methode von Karazuba flir beliebig lange Zahlen

Nach dem gleichen Prinzip fortfahrend kdnnen wir die Malikiation 8-stelliger Zahlen auf drei Multipli-
kationen 4-stelliger Zahlen zurtickfuhren, die Multiaition 16-stelliger Zahlen auf drei Multiplikationen
8-stelliger Zahlen und so weiter. Mit anderen Worten, figr larazuba-Methode kann die Langeder
beiden Zahlem undb irgend eine Potenz von 2 sein, wie namlice-2', 4=2.2=22,8=2.2.2=23,
16=2.2.2.2=2%usw.

In allgemeiner Form kdnnen wir die Karazuba-Methode salbesben: Zwei Zahlea undb der Lange
=2.2.2...2=2Xteilen wir auf als

a=p-102 +qundb=r-102 +s
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und berechnen dann ihr Produkt mit drei Multiplikationem#ahlen der Langg = 2L in der Art

a-b=p-r-10'+(p-r+q-s—(q-p)-(s-1)-102 +q-s

Auf diese Weise brauchen wir furr die Multiplikation von Zah der Lange ®nur dreimal (statt viermal) so
viele Ziffern-Multiplikationen wie fiir Zahlen der Lang¥ 1. Damit ergibt sich die folgende Tabelle fur die

Anzahl der zZiffern-Multiplikationen, die die Karazuba-tede und die Schulmethode jeweils bendtigen,
um Zahlen einer bestimmten Langeu multiplizieren:

Lange Karazuba Schulmethode
1=20 1 1
2=21 3 4
4 =22 9 16
8=23 27 64
16=2% 81 256
32=25 243 1.024
64=26 729 4.096
128=27 2.187 16.384
256= 28 6.561 65.536
512=29 19.638 262.144
1.024= 210 59.049 1.048.576
1.048576= 220 | 3.486.784.401 1.099.511.627.776
n=2k 3K 4K

Wer das Rechnen mit Logarithmen beherrscht, kann die FEimiitrage auch leicht als Funktion von
ausdrucken:

In der Spalte fiir die Schulmethode stehtfiiize 2 der Wert &. Wir schreiben log fiir den Logarithmus zur
Basis 2. Damit gilk = log(n) und

4k — glog(n) — (2Iog(4))log(n) —n'o9(4) — 2.

Bei der Karazuba-Methode hingegen steht

3k _ 3Iog(n) _ (2log(3))log(n) _ nlog(3) _ n1,58....

Vergleichen wir nun einmal die Tabelle mit unserer Analyse Sichulmethode fir die Multiplikation von
Zahlen mit einer Million Ziffern. Die Schulmethode bergit fast 4 Billionen Grundoperationen, davon ei-
ne Billion Ziffern-Multiplikationen. Um statt dessen dieakazuba-Methode anwenden zu kdnnen, missen
wir zunachst vor die eine Million Ziffern noch eine Kettervdlullen schreiben, um auf die nachsthohe-
re Zweierpotenz zu kommen, namlich’2= 1.048576. (Andernfalls konnten wir die Lange nicht immer
weiter durch 2 teilen, bis wir bei 1 angekommen sind.) Daonrieén wir mit der Karazuba-Methode mul-
tiplizieren und brauchen dafijnur‘ etwa dreieinhalb Milliarden Ziffern-Multiplikatioen (siehe Tabelle).
Das ist gerade noch ein 287stel des Aufwandes der Schuldeet{ibum Vergleich: Das Verhaltnis von
einer Sekunde zu den sprichwortlichgiinf Minuten” ist ein 300stel.) Wir sehen also: Die Karaaub
Methode ist im Rechenaufwand erheblich sparsamer; zursirdén, wenn man — so wie wir — nur
die Ziffern-Multiplikationen zahlt. Fir eine prazisentérsuchung muss man auch noch beachten, welchen
Aufwand das Addieren und Subtrahieren der Zwischenergsbnierursacht. Unsere Beispiele mit zwei
und vier Ziffern mochte man dann vielleicht lieber nach 8ehulmethode ausrechnen. Wenn die Zahlen
ziemlich lang werden, gewinnt die Karazuba-Methode abei, sie viel weniger Zwischenergebnisse als

die Schulmethode produziert. Ab welcher Lange genau $iadter ist, hangt von den Eigenheiten des
benutzten Computers ab.
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Fassen wir zum Abschluss noch einmal zusammen: Was ist ttdg&ezept hinter der Karazuba-Methode?
Es besteht aus zwei entscheidenden Ideen.

Die erste Idee ist eine ganz allgemeine: Die vorgelegte &bdgmultipliziere zwei Zahlen der Lange
n* wird zurtckgefuhrt auf mehrere Aufgaben von der gleichet, aber von kleinerer GroRe, namlich:
~multipliziere zwei Zahlen der Langg'. Damit verkleinern wir das Problem so lange, bis es ganz ein
fach geworden ist,(ultipliziere zwei Ziffern"). Dieses Prinzip nennt siclivide and conquer (dt.: teile
und herrsche), und wir haben es schon in frilheren Algoethder Woche in Aktion gesehen (etwa beim
schnellen Sortieren). Fur die verschiedenen Gro3enmdddPns programmiert man natdrlich nicht jeweils
eine neue Prozedur, sondern man schreibt eine Prozedalig@émeine Lange®, die sich fur die verrin-
gerte ProblemgroRg mehrfach selbst aufruft. Dies nennt nfagkursion, und das ist eine der wichtigsten
Techniken Uiberhaupt in der Informatik.

Die zweite Idee, speziell fur die Multiplikation, ist derakazuba-Trick, mit dem es gelingt, bei jeder re-

kursiven Aufteilung des Problems nur drei statt vier Untelpleme l6sen zu miissen. Dieser scheinbar
winzige Unterschied ergibt iber die ganze Rekursion hin@giee enorme Ersparnis und macht den Vorteil
der Karazuba-Methode gegeniiber der Schulmethode aus.
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